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CAPITULO 1

Geometria y Topologia en R"

1.1 El Espacio R"

En el curso de algebra lineal, estudiamos el espacio vectorial R™ (con n € N), que consiste en el
conjunto de vectores columna de n entradas a valores reales.

Nota: Conjuntos numéricos

En este curso ocuparemos la siguiente notacion:

N =1{1,2,3,---} — Numeros naturales.

Para todo n € N, tomamos [n] = {1,2,...,n}. Es decir, [n] es el conjunto finito de los
primeros n ntmeros naturales.

« Z={--,-1,0,1,---} — Nameros enteros.

@Q — Numeros racionales.

= R — Numeros Reales.

Observar que para nosotros, N no contiene al cero. Esto es una convencién. Otros libros
consideran al cero como ntmero natural.

Un ejemplo tradicional de espacio vectorial es R3 (consiste en tomar n = 3) y se interpreta cada
coordenada como la posicion en el espacio con respecto a un punto de referencia, el origen O = (0, 0, 0).
Es decir, utilizamos un vector x = (1, x2, r3) € R?® para describir la posicién de un punto en el espacio,
siguiendo la asignacion:

Largo — 1,
Ancho — o,
Alto —  x3.
Mas atn, podemos representar graficamente el punto descrito, usando el espacio cartesiano descrito

por el sistema de referencia de tres rectas ortogonales: los ejes X1, X2 v X3, también denotados como
ejes X,Y y Z (ver Figura 1.1).



€3

Xy : 7 = ] ) X2

Figura 1.1: Representacion gréfica de R3. Cada vector # = (21, 72, 73) esta descrito por sus proyecciones
a los ejes de coordenadas X1, Xo y X3.

En el caso general, cuando n puede ser cualquier ntimero natural, el espacio R™ nos sirve para describir
objetos con n caracteristicas numéricas, siguiendo el esquema:

Caracteristica 1 — 1z,
Caracteristica 2 — x9,

Caracteristica 3 — x3,

Caracteristican — x,.

Asi, objetos complejos, como las baterias eléctricas o los mercados de acciones, pueden ser descritos
usando vectores en R™: cada vector x = (z1,...,2,) describe una posible configuracion de los objetos
modelados.

1.1.1 R"™ como espacio vectorial

Recordemos la definicion de R™ como el conjunto de todos los vectores de n coordenadas.

Definicion 1.1.1. Sea n € N fijo. Diremos que x es un vector de n coordenadas si es una matriz de
n filas y una columna con valores en R, es decir, si es de la forma

x1
r=1 : con r1,Ta,...,T, € R. (1.1)
Ln
Denotaremos alternativamente el vector x de entradas x1,...,Tn, como © = (T1,...,Tp), T = (;)1,

o también (x; : i € [n]). Definimos R™ como el conjunto de todos los vectores de n coordenadas, es
decir,
T1
Rt=¢az=1] " ||z,...,2n €R . (1.2)

xn



Atencién

En este apunte, ocuparemos indistintamente la notacién de n-tupla y la notacién vectorial para
describir vectores en R™, es decir,
I
x=(T1,...,Tp) < x=
xn
Sin embargo, al momento de operar vectores, ocuparemos la convencion de que los vectores en

R"™ siempre son vectores columna. La notaciéon de n-tupla la ocuparemos sobre todo para
ahorrar espacio en texto.

El espacio R™ posee una estructura vectorial natural heredada de las operaciones de suma y multipli-
cacion de los numeros reales.

Definiciéon 1.1.2. Seann € N,z = (z;), € R",y = (y;); € R™ y A € R. Definimos:

1. La suma de x ey como el vector

1+ Y1
T+y = (2 +yi)iz = : (1.3)
xn + yTL
2. La ponderacion de x por A como el vector
)\1’1
Aw = (Azi)iny = | (1.4)
ALy,

Con estas operaciones, (R™, +,-) es un espacio vectorial de dimension n.
En el curso de algebra lineal se estudiaron varias propiedades algebraicas y geométricas del espacio

vectorial (R™, +, ).

1.1.2 Norma y distancia en R"

Dados dos vectores z,y € R”, es natural preguntarse qué tan diferentes son el uno del otro. Esta
pregunta es particularmente pertinente en problemas de modelamiento, donde = e y pueden ser

= resultados diferentes de un mismo experimento;
= resultados numeéricos sujetos a errores computacionales;

= descripciones de dos objetos de un mismo modelo, sujetos a variaciones en el proceso de produc-
cion;
= etcétera.

Saber qué tan diferentes (o parecidos) son dos vectores, nos permite evaluar cosas como la replicabilidad
de un experimento, la certitud de un proceso computacional o los estdndares de produccién de un
producto.



Una alternativa para medir la diferencia de dos vectores es usar alguna nocién de distancia. En el caso

de R, somos capaces de medir la distancia entre dos ntumeros z,y € R usando el valor absoluto |- |. Es
decir, definimos la distancia de x a y en la recta real como
d(z,y) == |z — y|. (1.5)

En R”, definiremos la distancia entre dos vectores de la misma manera, usando una generalizacion del
valor absoluto llamada norma euclidiana, o simplemente norma.

Definiciéon 1.1.3 (Norma Euclidiana). Sea n € N. Para un vector x € R™ definimos la norma de x
como

[l ==

n
Sa? = fattaf -tk (1.6)
=1

Cuando n =1, la norma ||z|| coincide con el valor absoluto, por lo que escribimos simplemente |x|.

Atencion

En rigor, para cada valor n € N, la norma define una funcion diferente || - || : R® — R, que
deberiamos denotar de manera diferente cada vez.

Sin embargo, para evitar recargar la notacion, se ocupa la misma notacion || - || para todos los

valores de la dimensién n € N, entendiéndose por contexto a cual nos referimos.

La norma euclidiana nos da una nociéon de tamano de un vector x en R”, midiendo el largo del
segmento que va del origen 0 al punto = (z1, z2, ..., 2y). Recibe el nombre de norma euclidiana pues
el “largo” del segmento se calcula usando el teorema de Pitagoras de la geometria Euclidiana.

Proposicion 1.1.4. Sea n € N. La norma euclidana || - || : R" — R cumple las siguientes propiedades:
1. (Positividad) Para todo x € R™, ||z| > 0.
2. (Separacion) Para todo x € R",||z|| =0 < z =0.
3. (Homogeneidad) Para todo x € R™ y todo a € R, ||azx|| = |al||z]|.
4. (Desigualdad Triangular) Para todo x,y € R™, ||z +y| < |lz]| + ||ly||-

Demostracion. Probaremos cada afirmacién por separado:

1. Positividad: La suma de nimeros al cuadrado es siempre positiva, recordando que la raiz cua-
drada de un niimero positivo es positiva, se puede concluir que para cualquier x € R™ :

lz]l = (23 + - +a7) > 0.
—_——

>0

2. Separacion: Para esta demostracion se usan dos propiedades de Calculo en R:

» La unicidad de solucién de la ecuacién o? = 0 (El tinico mimero que al cuadrado es cero, es el
cero):
VaeR, a’=0 < a=0 (1.7)

= Una suma de nimeros positivos es cero si y solo si todos los sumandos son cero:

in =0 << Vienl,z;=0 (1.8)
i=1

7



Utilizando lo anterior podemos escribir:

|z =0 < ||z||*=0 (1.7) con a = ||z||
— Zw? =0 definicion de ||z||
i=1
< Vien],z?=0 (1.8)
— Vien],z;=0 (1.7) con o = a;
— xz=(21,...,2,) =0.

3. Homogeneidad: Sea « € R. Ocupando la definicion de la ponderacion dada por (1.4), podemos
escribir

(ax;)? =

n
[l || =

K2

4. Desigualdad Triangular: Demostraremos el resultado por induccién en la dimensién n, usando
dos casos bases.

1. Caso base, n = 1: Tomemos z,y € R, queremos mostrar que |z + y| < |z| + |y|.

Sumando las desigualdades z < |z]| e y < |y| por un lado, y las desigualdades —z < |z| e —y < |y|,
obtenemos que
sty <lel+lyl v —z-y=—(x+y) <l|z[+]yl
Luego,
|z +y| = méx{z +y, —(z +y)} < [z + [yl

2. Caso base, n = 2: Para esta parte usaremos la monotonia de la funcién raiz cuadrada, o en
otras palabras, que tomar raiz mantiene las desigualdades:

Va,be Ry, a<b = a<+b. (1.9)

También es importante recordar que la raiz cuadrada de un ntimero cuadrado da el valor ab-
soluto de dicho ntmero (\/(? = |a|). En el caso de la norma, dada su positividad, ocurre
que \/||z]|?> = ||z||. Por todo lo anterior, en vez de trabajar la norma, utilizaremos la norma al
cuadrado.

Tomemos z,y € R?. Luego, podemos escribir
2+ ylI* = (21 + 1) + (22 + 42)°
= ot + 20191 + yi + a3 + 2x9y2 + 45
= (a1 +91) + 2(z1y1 + T2ys) + (25 +43).
Ahora vamos a acotar el término subrayado, al cuadrado por el mismo argumento anterior de

(1.9). Ademas utilizaremos la desigualdad de cuadrado de binomio, donde para todo a,b € R se
tiene que 2ab < a2 + b°.

Entonces podemos escribir lo siguiente:
(z11 + way2)® = 23y7 + 21912002 + T5Y3
= 2iyt + 2(z1y2) (w2u1) + 2505
< afyi +atys + a3yt + a3y
= (21 +23)(yi +v3) = ll=l*lyll*.
= [z1y1 + 22y2| < |2y
= (z1y1 + 2292) < [l2]|[|y]l



Retomando el desarrollo anterior, tenemos que

o+ yl*> = (2 + 47) + 2(@1y1 + 22y2) + (23 + ¥3)
< ll* + 2/l Iyl + Iyl

= (ll=ll + Il
=z +yll < ll=ll + |yl

Notemos que al tomar raiz de (||z]| + ||y||)?, no es necesario el valor absoluto porque (||z|| + ||ly||)
es positivo.
. Paso inductivo n = n+ 1

Tomemos n > 2 y supongamos que la desigualdad triangular se cumple en R™. Tomemos ahora
x,y € R*"! y definamos & = (21,...,2,) € R" y § = (y1,...,yn) € R™. Podemos escribir,
usando la hipétesis inductiva y el primer caso base, que

n+1 n
o +yl* = (@i +v:)* = (Z(% + yi)2> + (Znt1 + Yni1)?

i=1 i=1
=12+ 91” + 2041 + Yot [*
<&+ 11917 + [2ns1]* + [ynsa[?
< (12 + 191)2 + (Znta] + lynsa])*.

Definamos ahora u = (||2], |xns1]) v v = (||9]], |[yns1|), ambos vectores en R2. Notemos que

n
lull = VIZI? + zn* = <Zx2> +ap gy = [lalf?,
i=1

n
ol = VIGI1P + [ynsa* = (Z y?) +ynpa = lyll*.

i=1
Retomando la desigualdad anterior y usando el segundo caso base, tenemos que
lz+ 9l < Al + 171D? + (znsa] + lynsa])?
= [lu+off?
< (full + llvl)?
= (llll + llyl>.

Tomando raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion, se deduce la desigualdad triangular para
los vectores z,y € R*+L,

Por induccién, tenemos que la desigualdad triangular se cumple para cualquier dimensién n, y para
cualquier par de vectores x,y € R™. Esto concluye la demostracion. O

La desigualdad triangular es una de las propiedades més importantes de la norma euclidiana. Si bien la
demostracion es puramente analitica, también es posible interpretar el resultado de manera geométrica,
usando la regla del paralelogramo de la suma de dos vectores en R®. La idea es la siguiente:

= Dados dos vectores x,y € R™ no paralelos, podemos mirarlos como dos vectores en H =

Gen{z,y}.



= Al ser no-paralelos, los vectores z e y deben ser linealmente independientes y por lo tanto
dim(H) = 2. Es decir, H tiene la misma geometria que R2.

= Podemos mirar en H el tridngulo que forman x,y y = + y, usando la siguiente regla de lados de
un triangulo: El tamafio de un lado de un triangulo debe ser menor que la suma de los otros dos
lados.

= Con la observacién anterior, tenemos que el tamano del segmento que une 0 con = + y debe ser
menor que la suma de los segmentos que unen 0 con z, y « con = + y.

La Figura 1.2 ilustra este enfoque en R?. La idea es que al tener solo dos vectores z,y € R™ involucrados,
podemos reducir nuestro analisis al caso de R?, usando el espacio H = Gen{z, y}.

X3 X3

xr+y —

Figura 1.2: Ilustracion de la desigualdad triangular en R3. El espacio H = Gen{z,y} se ilustra con la
grilla de color rojo. Los segmentos 0 — z, ¢ — (z +y) y 0 — (x + y) forman un tridngulo en H. El
segmento  — (z + y) coincide con el vector y, partiendo de z.

Nota: Desigualdad de Cauchy-Schwartz en R?

En la demostracion de la desigualdad triangular, demostramos como paso intermedio la siguiente
desigualdad auxiliar en R?:

Va,y € R?, (2191 4 m2y2)® < (27 + 23) (yF + v3). (1.10)

En realidad, esta desigualdad es posible de generalizarla en dimensién arbitraria, y se conoce
como la desigualdad de Cauchy-Schwartz. El caso general lo estudiaremos en la Seccion 1.1.3,
particularmente en el Coroloario 1.1.12.

Habiendo definido la norma como el tamano de un vector, podemos definir la distancia entre dos
vectores como el tamano de su diferencia.

Definicién 1.1.5. Sea n € N, y sean dos vectores x,y € R™. Definimos la distancia euclidiana
entre x ey como

d(z,y) = [l —yl. (1.11)
La funcion distancia d : R™ x R™ — R, hereda sus propiedades de la norma.

Proposicion 1.1.6. Sea n € N. La funcion distancia d : R™ x R* — Ry cumple las siguientes
propiedades:

1. (Positividad) Para todo x,y € R™,d(z,y) > 0.
2. (Simetria) Para todo x,y € R™,d(z,y) = d(y, x).
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3. (Separacion) Para todo z,y € R™, d(z,y) =0 < z =y.
4. (Invarianza bajo traslacion) Para todo z,y,z € R, d(z,y) =d(z + z,y + 2).
5. (Desigualdad Triangular) Para todo x,y,z € R, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

Demostracion. Las propiedades de positividad, simetria, separaciéon e invarianza bajo traslacion son
consecuencias directas de las propiedades de la norma. En efecto,

= d(z,y) = ||z — y|| > 0 por positividad de la norma, Proposicion 1.1.4.
v d(z,y) = ||z —y|| = lly — z|| = d(y, z), por la Definicion 1.1.3.

wd(z,y) =0 < |z—y| =0 <= z—-—y =0 <= z =y, por separaciéon de la norma,
Proposicion 1.1.4.

w d(z,y) =z —yll=llx+2z—y—z|| =d(x + z,y + z), por la Definicién 1.1.3.

Finalmente, para la desigualdad triangular consideramos el siguiente desarrollo:

d(z,y) =d(x — z,y — 2) (Invarianza bajo traslacion)
=l(z—2)— (-2 (definicion distancia)
=z —2)+ -yl
<|lz—=z|+ |z -yl (Desigualdad triangular norma)

= d(z,2) + d(z,y)

1.1.3 Producto escalar

La geometria euclidiana esta fuertemente ligada a lo que se conoce como el producto escalar entre
vectores, y su relaciéon con los dngulos que se forman entre ellos. Comencemos recordando la definicion.

Definicién 1.1.7. Sean z,y € R™. Definimos el producto escalar entre x e y como

n
(2,y) = leyz
i=1
Dependiendo del autor, el producto escalar también es llamado producto interno o producto punto, y
alternativamente se escribe como (z,y) = x - y.
Proposicion 1.1.8. Se tienen las siguientes propiedades:
1. (Relacién con norma Euclidiana) Para todo x € R, (z,x) = ||z||*.
2. (Absorcion del cero) Para todo x € R™, (0,x) = 0.
3. (Separacion) Se tiene que (x,z) =0 < = =0.
4. (Sitmetria) Para todo z,y € R™, (z,y) = (y,x).
5. (Bilinealidad) Para todo x,y,z € R™ y todo A € R, se tiene que (x,y + Az) = (z,y) + Nz, 2)

Demostracion. Demostraremos cada afirmacion por separado.

1. Relacion con Norma Euclideana: Sea x € R™. Tenemos que

n n
(o,2) = S i = 3t = [
i=1 i=1

11



2. Absorcion del cero: Sea x € R™. Utilizando la absorcion del cero en la multiplicaciéon en R,

tenemos que
n n
=> 0-a;=)» 0=0.
i=1 i=1

3. Separacion: Sea x € R™. Recordando que ||z|| =0 <= z =0 (ver Proposicion 1.1.4), podemos
escribir
(,2) =0 <= ||z[| =0 <= x=0.

4. Simetria: Sea x € R™. Utilizando la conmutatividad en la multiplicacién en R, tenemos que
n n
y) = Z»szz = Zyz i = (y,2).
i=1 i=1

5. Biliniealidad: Sean z,y,z € R™ y A € R. Se tiene que

(x,y+ Az) = le yi + Azi)

Z (@iyi + Awiz;)

:Z Zyl—i-Z)\xlzl szyl—i—)\Z:c zi = (z,y) + Mz, 2).

3

La demostracion estéd completa. O
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Nota: Bilinealidad del producto escalar
Consideremos la funcién producto escalar
():R"xR" =R
(z,y) = (z,y).
La bilinealidad (propiedad 5 de la Proposicion 1.1.8) nos dice que el producto escalar no es una
funcioén lineal. Por ejemplo, al evaluar la ponderaciéon por escalar, para ser lineal necesitamos
que:
(Az,9)) = Mz, y)

Sin embargo,

Az, y)) = (Az, Ay)
= Mz, \y)
= N\ (z,y)
# Mz, y)

Ahora bien, cuando fijamos una de las dos coordenadas del producto escalar, la funcién resul-
tante si es lineal. Dicho de otro modo, para todo x € R", tenemos que las funciones “multiplicar
por z”

(z,) :R" - R (,z) :R" =R
y = (z,y), Y= (Y, ),

son ambas lineales. La linealidad de (z,-) es consecuencia de la propiedad 5 de la Proposicion
1.1.8. La linealidad de (-, z) se deduce de la simetria (propiedad 4 de la Proposiciéon 1.1.8): de
hecho la simetria nos permite concluir que las funciones (z,-) y (-,x) son iguales.

De la relaciéon entre producto escalar y norma euclidiana, se deduce lo que se conoce como ley del
paralelogramo que, para dos vectores u y v en R", nos permite calcular ||u 4+ v|| y ||u — v||. La razén
del nombre es que, cuando u y v son linealmente independientes, los vectores u + v y u — v son las
diagonales del paralelogramo formado por los vectores u y v, como se puede ver en la Figura 1.3

Figura 1.3: Ilustracién de la Regla del paralelogramo en R?

Proposicion 1.1.9 (Ley del paralelogramo). Sea n € N y sean u,v € R™. Se tiene que

lu+ol* = Jlull® + 2(u, v) + [lo]]*. (1.12)
lu—v]|* = flul® = 2(u, v) + ||v]*. (1.13)
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Demostracion. Sean u,v € R™. Usando las propiedades de la Proposicion 1.1.3 podemos escribir

lu+v||? = (u+v,u+v) (Relacién con la norma)
= (u+v,u) + (u+v,0) (Bilinealidad)
= (u,u) + (v,u) + (u,v) + (v, v) (Bilinealidad)
= (u,u) + 2{u,v) + (v,v) (Simetria)
= |lul* + 2(u,v) + ||v]|*. (Relacion con la norma)

Esto demuestra la relacion (1.12). La demostracion de (1.13) es equivalente, reemplazando v por (—v)
en el desarrollo anterior, y notando que 2{u, —v) = —2{u, v). O

El producto interno entre dos vectores esta intimamente ligado a la proyecciéon o sombra que produce
uno sobre el otro. Para esto, recordaremos la nociéon de dngulo entre dos vectores.

Definicién 1.1.10 (Angulo entre vectores). Sea n € N con n > 2 y sean dos vectores u y v en R”,
distintos de 0. Definimos el dngulo entre el vector u y el vector v, cdmo el dngulo mds pequerio formado
por los segmentos 0 — u y 0 — v, en el plano H = Gen{u,v}.

Nota: Angulos en R”

Si bien u,v € R™, su generado tiene dimesion a lo mas 2 (dim H < 2), por lo que se puede
reducir el analisis al plano de R?. Con esa consideracion, el angulo entre dos vectores u y v es
el angulo en 0 del tridngulo formado por los puntos u,v y 0.

En caso que u = aw, entonces el angulo es 0 si @ > 0 (mismo sentido), o m si & < 0 (sentido
opuesto).

Notar que por definicién, el angulo entre dos vectores toma valores entre 0 y 7.

Denotando 6 al angulo entre u y v, podemos definir la sombra de u sobre la recta generada por v como
la cantidad r = ||u|| cos(6). Esta cantidad se construye considerando el tinico triangulo rectangulo que
tiene como hipotenusa el vector w y uno de sus catetos sobre la recta generada por v. La Figura 1.4
ilustra esta construccién.

Figura 1.4: Tlustracion de sombra del vector u sobre el vector v. A la izquierda, el caso en que el angulo
entre u y v es agudo (entre 0y 7/2). A la derecha, el caso en que el angulo entre u y v es obtuso (entre
w/2 y 7). En ambos casos, r = ||u|| cos(#).

Teorema 1.1.11. Sean € N conn > 2, y sean u,v € R" distintos de cero. Sea 0 el dngulo entre u y
v. Se tiene que
(u,v) = ||ulll|v]| cos(8) (1.14)

Demostracion. Fijemos n > 2. Sin perder generalidad, consideremos que ||u|| < ||v||. En caso contrario,
bastarfa intercambiar los roles de u y v en este desarrollo. Estudiaremos 5 casos, dependiendo del valor
del angulo 6.
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Caso 1, # = 0: entonces u = av con « > 0y también cos(0) = 1 por lo tanto,

(u,v) = (av,v) = a||v|* = [lav]|lv]l = [ull o]l = [[u][[lv]| cos(B).
Caso 2, § = m: entonces u = av con « < 0y también cos(d) = —1 por lo tanto,
(u,v) = {aw,v) = a|v|* = =|all]v]|* = —[lav][[[v] = ~[ulllv] = [[ulllv]| cos(6).

Caso 3, 0 = /2: entonces podemos aplicar el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo formado
por u y v, como se ilustra en la Figura 1.5.

u

|\l

Figura 1.5: Triangulo rectangulo formado por u y v.

Podemos entonces escribir
[all® + vll* = llu —o]|*.

Por otro lado, gracias a la Ley del paralelogramo (Proposicion 1.1.9), sabemos que
lu—v]* = llul® = 2(u, v) + ||v]*.

Juntando ambas ecuaciones, concluimos que (u,v) = 0. Como cos(m/2) = 0, se cumple el resultado.

Caso 4, 0 € (0,%): Ahora, el 4ngulo entre u y v es agudo. Entonces, podemos dibujar la Figura 1.6,
inducida por el triangulo formado por u y v. De aqui podemos escribir las siguientes ecuaciones:

Figura 1.6: Triangulo formado por u y v.
242 = [,

W2+ p* = Jlu— o,
r+p= ol
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Despejando h? = |ju — v||? — p? y usando la regla del paralelogramo (1.13), podemos escribir
P =l —
= [lull® = flu = vl* + p*
= Jlul® = (Jull® = 2{u, v) + [[0]*) + p?
= 2(u,v) — [lv]|* +p*.
Luego, tenemos que

2(u, v) = ||v]|* +r? — p?
= [[ol* + (r+p)(r —p)
= [vll([[v]| + 7 —p)
= |lvll(r +p+7 —p) = 2[]v[|r = 2|v]|[|ul| cos(0).

Dividiendo por dos a ambos lados, se deduce el resultado.
Caso 5,0 € (§,7): Finalmente, analizamos el caso en que el angulo 6 es obtuso, es decir, § € (7/2, ).

Recordando que el angulo # es el que se forma entre u y la recta generada por v, y definiendo 6’ al
angulo entre u y —v, se tiene que 6 + 6’ = 7, como se ilustra en la Figura 1.7. Como 6 es obtuso,

Figura 1.7: El caso donde 6 es obtuso, se puede reemplazar v por —v y 6 por ¢/ = 7w — 0 para reducirse
al caso agudo.

0’ = w—6 es agudo. Esto nos permite aplicar el desarrollo anterior reemplazando v por —v, concluyendo
que

(u, —v) = [[ulll| = vl cos(8") = [|ull[[v]| cos(x — &)
Recordando que cos(m — #) = — cos(f) podemos escribir, gracias a la bilinealidad del producto escalar
(Proposicién 1.1.8), que
—(u,v) = (u, —v) = [lull[|v]| cos(m — ) = —[[ul|[|v]| cos(6).
Multiplicando a amobs lados por —1, se concluye el resultado. Esto termina la demostracion. O

Atenciéon

Algunos libros definen el 4ngulo entre dos vectores u y v de R™ (distintos de cero) como

f = arc cos < {u, v) > )
l[ullllv]]

tomando el Teorema 1.1.11 como una definicién. En este apunte preferimos seguir un enfoque
mas geométrico, tomando la Definicién 1.1.10 que viene dada de la geometria euclidiana en R2.
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Del teorema 1.1.11 se desprenden dos importantes consecuencias, muy tutiles en el estudio topoldgico
de R™: 1) La desigualdad de Cauchy-Schwarz, que nos permite acotar el producto escalar de vectores
por el producto de sus normas; y 2) el Teorema del coseno, que generaliza el teorema de Pitagoras a
triangulos cualquiera (formados por el origen y dos vectores).

Corolario 1.1.12 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea n € N, y sean u y v dos vectores en R™.
Se tiene que
[(w, v)] < [Jull]v]- (1.15)

Demostracion. En el caso que n = 1, u y v serian niimeros escalares, por lo que podemos escribir
directamente
[(u, v)] = uv] = [ullv] = [[ull[[v].

Para el caso de n € N general, si alguno de los dos vectores es cero, la desigualdad es trivial. Si ambos
son distintos de cero, Podemos aplicar el Teorema 1.1.11, escribiendo

[(u, 0} = [ulll|o]l cos(9)] = [|ulll|v]l] cos(®)] < [[ulol],

donde la ultima desigualdad se obtiene del hecho que 0 < |cos(#)| < 1. Esto concluye la demostracion.
O

Corolario 1.1.13 (Teorema del coseno). Sea n € N, y sean u y v dos vectores en R™ distintos de
cero. Sea 0 el dngulo entre u y v. Se tiene que

lu = ol* = flull® + [[v]]* = 2[|ul[[v] cos(6). (1.16)

Demostracion. Basta con ocupar la Ley del paralelogramo (Proposicion 1.1.9) y el Teorema 1.1.11,
escribiendo
lu—ol* = [Jull® + [[o]|* = 2(u, v) = [|ul|* + [lv]|* = 2[[ul[]|v]| cos(8).

1.2 Sucesiones

Hasta ahora, hemos visto que el calculo en R involucra variables continuas. Por ejemplo, al ver un
polinomio cuadrético de forma p(z) = ax? + bz + ¢, entendemos que la variable 2 puede tomar valores
reales; o al ver una funcién trigonométrica como cos(f), interpretamos normalmente que el angulo
puede tomar valores en un intervalo real, como [0, 27). Estas son variables continuas.

Sin embargo, en muchas situaciones, nos encontramos con la necesidad de considerar funciones que
tomen valores discretos. En algoritmos computacionales, normalmente generamos secuencias de nu-
meros que se van aproximando a la soluciéon de un problema. Algunos ejemplos de esta idea consiste
en célculos numéricos de integrales, algoritmos de optimizaciéon basados en métodos de descenso, o el
aprendizaje de maquinas. También en mediciones experimentales, registramos una secuencia de me-
diciones en instantes discretos pues somos incapaces de medir de manera continua un fenémeno. En
general, los datos de los que disponemos cuando hacemos analisis de datos tienen forma de secuencia
de nimeros, sin tener una férmula analitica que gobierne su comportamiento.

Para poder hacer calculo con variables discretas, se introduce la nociéon de sucesion. En esta seccion,

estudiaremos rapidamente cémo funcionan los limites de sucesiones en una dimensioén, y como se
relacionan con los limites de funciones a variable real.
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1.2.1 Conceptos y Propiedades

Definiciéon 1.2.1 (Sucesion real). Una sucesion real es una funcion que va de N a R, es decir,

r:N—->R
k— z(k) € R,

donde denotamos cada elemento con un subindice que nos indique su orden xy := x(k) y la sucesion
completa por (xx)ken, 0 (Tk)k, 0 incluso (x), cuando no haya posibilidad de confusion.

Atencion
= En general, para las sucesiones se usan las letras s, u, v, z,y, 2.
= En general, para los subindices se usan i, j, k, n, m.

= En algunos casos, las sucesiones estan bien definidas a partir de cierto nimero. Por ejem-
plo, la sucesion z = arccos(20/k) esta bien definida a partir de k& = 20. En estos escri-
biremos (zx),~r para explicitar que la sucesion toma indices k € N a partir del primer
indice es k € N.

= Dada una sucesion (zx),>x, es posible definir otra sucesion en todos los naturales (yi)ken
que represente la misma secuencia de nimeros, con el cambio de variables dado por

Yk = Thtk—1-

Ejemplo 1.2.2. Algunos ejemplos de sucesiones son
1. (zk)ren dada por xx = 1/k, es la sucesion (zx) = (1,3, 5,7 ---)-
2. (zp)ren dada por x = WL\/%(’“) es la sucesion dada por (1,3.3186,5.8304,8.6931,...).
3. (yx)ren dada por y, = (—1)* es la sucesion dada por (—1,1,—1,1,...).
4. (z;)i>3 dada por z; = (—1)*(i — 3) es la sucesion dada por (0,1,-2,3,...).

5. 8, = /(=1)" representa una funcion que se indefine término por medio, ya que
(sn) = (1739, 1,7.1,%, .. .). Es decir, se indefine una cantidad infinita de términos por lo que
no es una sucesion.

Notar que los cambios de letra de la sucesion y de letra del indice son solo notacionales. Incluso el
punto de partida de la sucesién puede entenderse como notacional, considerando el cambio de variable
descrito en el recuadro de Atencion anterior. O

Definicién 1.2.3 (Convergencia de sucesiones reales). Decimos que una sucesion (zy)r en R converge

a un real T € R, si
(Ve > 0)(Tko € N)(VE > ko) |zr — Z| <e. (1.17)

En caso de que lo anterior se cumpla, T se denomina limite de (xy) y escribimos

, _ k—oco  _
lm zp, =z y xp ——7T.
k—o0
La ecuacion (1.17) puede leerse de la siguiente manera: Para cualquier tolerancia € > 0, existe un
momento kg € N tal que, a partir de ese momento en adelante (k > kg), todos los elementos de
la sucesion estan en el intervalo [T —¢e,Z + ¢] (estdn a lo méas a distancia € de Z). Dicho de otro

18



modo, la sucesion (x)g converge a T si en la medida que “el indice k avanza”, la sucesion logra estar
“arbitrariamente cerca” de .

Nota: Pasos de demostracion de convergencia

Supongamos que tenemos una sucesion (x;) C R y queremos demostrar que z; — & usando la
Definicion 1.2.3. Para esto debemos seguir los siguientes pasos:

Paso 1: Fijar € > 0 arbitrario.

Paso 2: Construir kg € N, tal que cada vez que tomamos un k£ > kg, se cumple que
|z — Z| < e. La construccion de ky; dependera de ¢ y de de las caracteristicas
de la sucesién misma.

Paso 3: Notar que como € > 0 es arbitrario, la construccion anterior muestra lo siguiente:
Para cualquier ¢ > 0, somos capaces de construir un ky € N que cumple que para todo
k > ko, se verifica la desigualdad |z — Z| < e. Esto es exactamente lo que esta escrito en
(1.17) para la sucesion (zy) y el limite Z.

Paso 4: Notar que como demostramos (1.17), esto es lo mismo que zy — Z.

En las demostraciones de esta secciéon, ocuparemos esta estrategia recurrentemente. En esta
estrategia, el nucleo de la demostracion es el paso 2.

Esta definicion de limites de hecho es analoga a la definicién de limites de funciones f(t) cuando
t — +o00, con la diferencia que f solo esta siendo evaluada en los puntos ¢ = k € N. Esta relacion se
captura en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.4. Sea f: R — R una funcion y o € R tales que

t—lgknoo f(t) -

Entonces, definiendo la sucesion (xy)r dada por x = f(k), se tiene que x L NNy

Demostracion. Recordemos que la definicion de limite en el infinito de una funcion real es la siguiente:

lm f(1) =a < (Ve >0)(3M >0) (vt > M) |f(t) —a| <e. (1.18)

t——+o0

Nosotros queremos demostrar que f(k) — «, o equivalentemente, que la ecuacion (1.17) se verifica
para zx = f(k) y T = a. Es decir, queremos demostrar que:

(Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko) |f(k) — a| <e.

Tomemos € > 0 arbitrario. Usando (1.18), sabemos que existe M > 0 (que depende de €) tal que
Ve > M, |f(t) —a| <e.

Definamos kg = [M], donde [M] es el cajon superior de M. Para todo k > kg, tenemos que tomando
t = k en la desigualdad anterior, podemos escribir

k>ky = k>M = |f(k) —o| <e.

Luego, se cumple que
VEk > ko, |f(k) —a| <e.
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Notando que esta construccion considera € > 0 arbitrario, concluimos lo siguiente: Para todo € > 0,
existe kg € N (el que se obtiene siguiendo el desarrollo anterior), tal que para todo k > ko se cumple
que |f(k) — o] < e. Es decir, (1.17) se verifica para x = f(k) y T = «a, que es exactamente lo que
querfamos demostrar. O

Con esta idea en mente, podemos replicar para limites de sucesiones varios de los resultados que
tenemos para limites de funciones, tales como Unicidad del limite, Algebra de limites, y Teorema del
Sandwich.

Proposicion 1.2.5 (Unicidad del limite de sucesiones reales). Sea (zx)ren una sucesion en R. Si el
limite de (zy)ren existe, entonces es unico.

Demostracion. Razonemos por contradiccion, y supongamos que la sucesion (xy)gen tiene dos limites
distintos, Z1 y Z2. Sea € > 0 arbitrario.

= Como xp — 1, usando (1.17) con /2, existe k1 € N tal que Vk > k1 : |z — Z1] < ¢/2.
= Como x) — o, usando (1.17) con /2, existe ko € N tal que Vk > ko @ |z — Za| < /2.

Tomemos kg = max{k, ko}. Como las dos condiciones de arriba se cumplen para k = kg, podemos
usar la desigualdad triangular de la distancia (ver Proposicion 1.1.6) para escribir

d(i‘hi‘g) < d(fl,xko) + d(l‘ko,fg) < -+

=¢&.

| ™

Luego, como € > 0 es arbitrario, podemos concluir que

d(Z1,T2) < ¢, Ve > 0.

Esto implica que necesariamente d(z1,Z2) = 0. Por lo tanto, usando la propiedad de separacion de la
distancia (ver Proposiciéon 1.1.6), concluimos que Z1 = Z3, lo cual es una contradiccion. Esto concluye
la demostracion. O

Definicién 1.2.6 (Sucesion Nula). Sea (x)ren una sucesion en R. La llamaremos nula si (zy) con-
verge a cero, es decir,
(Ve > 0)(Fko € N)(Vk > ko) |ag| <e

Definiciéon 1.2.7 (Sucesion Acotada). Sea (xy)ren una sucesion en R. La llamaremos acotada si:
(3M >0)(VneN) |z, <M
Proposicion 1.2.8. Sean (x1) e (yi) sucesiones en R. Entonces,
1. (zx) es nula si, y solo si, (|xg|) es nula.
i (xr) es nula, entonces (x) es acotada.
i (xx) e (yg) son nulas, entonces la sucesion (z) dada por zi = xy + yi, también es nula.
zk) e (yg) son acotadas, entonces la sucesion (zx) dada por z, = x+yg, también es acotada.
( yr) son nulas, entonces la sucesion (zi) dada por zi = xy, - yx, también es nula.
(

(1)
) e (yr)
(1) e (yr)
)

<

<

Tk

9]

i (xk) e (yx) son acotadas, entonces la sucesion (zx) dada por zx = i -y, también es acotada.

NS G e e

S
S
S
S
S
S

i (xr) es nula e (yx) es acotada, entonces la sucesion (zi) dada por zi = xy, - yi es nula.

Demostracion. Vamos a demostrar cada afirmacion por separado.
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Propiedad 1: Escribamos que (|xg|) es nula segtin la Definicion 1.2.6:
(Ve > 0)(Fho € N)(¥E > ko) [(Jza])| <.

Como |(|z])| = ||, podemos ver que obtenemos deficion de que (z3) es nula, por lo que son equiva-
lentes.

Propiedad 2: Queremos demostrar que (zy) es acotada. Como (zx) es nula, tomando e = 1 en la
Definicion 1.2.6, sabemos que
(Fko € N)(Vk > ko) |ox] <1

Tomemos el maximo de los valores anteriores a ko de la sucesion (en valor absoluto), es decir, m =
méx{|zg| : k < ko}. Por lo que tenemos que la primera parte de la sucesion (hasta k) esta acotada por
m, y la segunda parte de la sucesion (a partir de ko) esta acotada por 1. Tomando M = méax{m,1},
podemos concluir que:

Vk e N: ‘$k|§M

que es lo que querfamos demostrar.

Propiedad 3: Queremos demostrar que (z;) = (xp + yx) — 0. Sea € > 0 arbitrario. Como (xj) e
(yx) son nulas, podemos ocupar la Definicién 1.2.6 con ¢/2, y obtenemos:

u (3]@1 (S N)(Vk‘ > k‘l) ‘$k| < €/2
L] (3]@2 S N)(Vk‘ > k‘g) ‘ykl < 5/2

Tomando ko = méx{ky, k2} v utilizando desigualdad triangular, se tiene que para todo k > ko:

=€

| ™

&
2] = |k + yr| < |ze| + |yk| < 3T

Luego, como ¢ es arbitrario podemos concluir que

(VE—I > 0)(3]% S N)(Vk > k())‘zk| <e

Es decir que zx — 0.

Propiedad 4: Queremos demostrar que (z) = (zx + yx) es acotada. Como (xy) e (y) son acotadas
tenemos que:

» (IM; > 0)(Vk € N) |zg| < My
m (M3 > 0)(Vk € N) |yr] < M,
Tomando M = M; + M, y utilizando desigualdad triangular, se tiene que para todo k € N:
26| = |zk + yil < |zi| + lyel < My + Mz = M,
con lo que concluimos que (zj) es acotada.

Propiedad 5: La demostracién es analoga a la Propiedad 3 tomando /¢ para cada sucesion.

Propiedad 6: La demostracion es analoga a la Propiedad 4 tomando M = M7 - Ms.
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Propiedad 7: Queremos demostrar que (z) = (zx - yx) — 0. Sea € > 0 arbitrario.
Como (yx) es acotada, exite M > 0 tal que |yx| < M para todo k € N.
Como (z) es nula, utilizando ¢/m en la Definicion 1.2.6 tenemos que:

(Tko € N)(Vk > ko) |ax| < —
M
Tomando el mismo kg se tiene que para todo k > kq:
2l =l gl = loal -yl < o7 - M =
Zk| = [Tk " Yk| = [Tk yk_M =g,

Luego, como ¢ es arbitrario podemos concluir que

(Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko)lz| < &

Es decir que (z) — 0.
O

Proposicion 1.2.9. Sea (xg)ren una sucesion en R. Entonces, xp — T <= (2k)ken, donde zp =
T — T, es una sucesion nula.

Demostracion. Escribamos, usando (1.17) para 25 — Z tenemos:
(Ve > 0)(Fko € N)(VE > ko)l — 7| < e
que es equivalente a que z; — 0. O

Proposicion 1.2.10. Sea (zx)ren una sucesion en R tal que xp, — T. Entonces, (xy) es una sucesion
acotada.

Demostracion. Sea (x)rgen tal que xx — Z. Por la Proposicion 1.2.9, tenemos que (x; — Z) es nula.
Utilizando la propiedad 2 de la Proposiciéon 1.2.8 tenemos que (z; — ) es acotada, es decir:

(AM' > 0)(Vk e N) |z — 2| < M
Tomando M = M’ + |Z|, y utilizando la desigualdad tridngular tenemos que para todo k € N:
lon| = oy —Z+ & < |zp — 2| + |3 < M +Z = M,

que es lo que necesitamos para concluir que la sucesion () es acotada.
O

La Proposiciéon 1.2.8, en particular la Propiedad 7, es muy ttil para concluir que alteraciones a sucesio-
nes nulas conocidad siguen siendo nulas. Aqui serd importante la Proposicion 1.2.10 para poder usar
la propiedad 7. Finalmente, con la Propiedad 1.2.9 vamos a poder concluir convergencia de sucesiones
sin tener que pasar por (1.17).

Proposicién 1.2.11 (Algebra de sucesiones reales). Sean (v1)ren, (Yr)ren dos sucesiones en R tal
que limx, =T y limy, = §. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La sucesion (zx) dada por zy = xx + yr cumple que limy, 2z, = T + 7.
2. La sucesion (zy) dada por zi, = xy -y, cumple que limy z, = T - §.

8. Siy#0, entonces existe kg € N tal que la sucesion z, = fT: estd bien definida para todo k > k.

Mas aiun, la sucesion (zx)p>k, converge a zZ =

<8

Demostracion. Vamos a demostrar cada afirmacion por separado.
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Propiedad 1: Queremos demostrar que zx — T + . Combinando las proposiciones anteriores pode-
mos realizar el siguiente razonamiento:

= Por Proposiciéon 1.2.9: como z; — Z, entonces (z — Z) es nula.
= Por Proposicion 1.2.9: como y — ¥, entonces (yx — ¢) es nula.
= Por Proposicion 1.2.8 (Prop. 3): ((xr —Z) + (yx — §)) es nula.
» Reordenando términos: (z + yr — (T + §)) es nula.

= Identificando a zi : (2 — (T + §)) es nula.

= Por Proposicion 1.2.9 concluimos que zx — (Z + §).

Propiedad 2: Para esta demostraciéon vamos a realizar la misma demostracion en sentido directo
e inverso, pues para algunos lectores puede ser més facil de entender una sobre otra.

Demostracion inversa Queremos demostrar que zx — T - 4.
= Es equivalente a que (z; — T - §) sea nula.
= Usando la definicion de z, es equivalente a que (zj - yx — T - §) sea nula.
= Sumando y restando Z - y, es equivalente a que (- yr — T - yp + T -y — T - §) sea nula.

» Factorizando tenemos:
(k= Z) - yp+ (ys — ) - T (1.19)
(1) (2)

(1) Es nula porque
o v, > T = (x; — T) es nula.
e (yx) converge = (yx) es acotada
e se concluye por sucesidn nula por sucesion acotada.

(2) Es nula porque
e ypy > 7 = (yr — ) es nula.

e Una constante (en este caso T) se puede considerar como una sucesiéon constante, que
siempre es acotada.

e se concluye por sucesion nula por sucesion acotada.

Por suma de sucesiones nulas, tenemos que (1.19) es efectivamente nula, y podemos concluir que
2k —> Ty
Demostracién directa Queremos demostrar que zp — T - ¥
= Como zy — T, entonces (xy — Z) es nula.
= Como (yx) es convergente, entonces también es acotada.
s (z) — ) - yi es sucesion nula por sucesion acotada, por lo que es nula. (1)
= Como yi — ¥, entonces (yi — g) es nula.

= Una constante es, por definicion, acotada. Por lo que (yx — ) - T se puede considerar una sucesion
nula por una acotada, por lo que la sucesiéon resultante es nula. (2)
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= Sumando (1) y (2), por suma de sucesiones nulas, tenemos que la siguiente sucesion es nula:
(e — %) - yw) + ((yr — ) - )
= Distribuyendo se obtiene la sucesion (zy - yr — Z - yp + T - yp — T - §)

= Reordenando tenemos que (zj - yx — Z - ¥) es nula.

Identificando a zj tenemos que (zx — Z - ) es nula.

= Podemos concluir que zp — T - §.

Propiedad 3: Supongamos que y # 0. Para ver que esta bien definida queremos ver que la sucesion
(yx) es distinta de cero a partir de cierto punto.

Para cualquier término de la sucesion:

19— lykl =19 — ye +yrl — lye| <19 — il + lye] — lyel = 17 — y!-

Como yi — ¥, podemos usar (1.17) con £ = 19/2, por lo que existe ky € N tal que

Vk > ko, @_yk‘ﬁﬁz%-

Uniendo ambas desigualdades anteriores obtenemos:

_ _ Y
k> ko, (51— lyel <17 el < 2

_ Y

— 1~ 2 <
|7

> — <
5 = luxl

Por lo tanto concluimos que:
Vk > ko, 0 < % < |yal- (1.20)

Como (yg) es distinta de cero a partir de ko, entonces se puede dividir por (yg)r>k,. Concluimos
(2k)k>k, esta bien definida.

Veamos ahora la convergencia, vamos a razonar de nuevo de manera inversa:

= Queremos que zp — %
= Es equivalente a que (zk — %) sea nula.
= Es equivalente a que (z—’: - %) sea nula.

= Manipulando la sucesién obtenemos:

T T w -yl
T} Yk - Y
I e
Yk - Y
Lo L ek — 2) - 2y - 7))
== — (Glax —7) —T(yx — §
Y Yk

{

2
) (2)
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(1) Es la constante % (acotada) por la sucesion (yik)pk . Tomando inversa de la desigualdad
ZFro

L1l < l‘ = M, por lo que (i) es una sucesiéon acotada. Por
k>ko

(1.20) tenemos que |l <5 mn

multiplicacion de sucesiones acotadas, podemos concluir que (1) es acotada.

(2) Es una sucesion nula por el mismo argumento de (1.19).
Por lo tanto, utilizando sucesion nula por sucesion acotada, obtenemos que la sucesion es nula.

= Podemos concluir que z; —

<8

O

Otro elemento clave de la manipulacion y transformacion de limites de sucesiones tiene que ver con
las funciones que podemos “aplicar” a las sucesiones.

Proposicion 1.2.12. Sea (xg)ren una sucesion en R tal que x, — T, y f : R = R es una funcion
continua en T. Entonces la sucesion (zx) dada por zy, = f(xr) converge a f(Z).

Demostracion. Sea f : R — R una funcion continua en Z. Esto quiere decir que lim f(z) = f(Z).
r—T

Ocupando la caracterizacion e-§ de limite de funciones, tenemos que el limite anterior es equivalente a
escribir

Ve>0,30>0,(lz—z| <0 = |f(z) — f(@)| <e). (1.21)

Sea ahora ¢ > 0 arbitrario, y sea d > 0 aquel que verifica (1.21). Como z; — Z, entonces existe kg € N
tal que
Vk Z k(), |£Ek — Zi'| S 0.

Mezclando la desigualdad anterior con (1.21), podemos escribir que
Vk > ko, | f(zr) = f(R)] < e.
Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que
Ve > 0,3k € NVE > ko, |f(zx) — f(k)| <e.
Esto equivale a decir que f(zx) — f(Z). Esto concluye la demostracion. O

Para finalizar esta seccién, presentaremos el Teorema del Sandwich, que es uno de los teoremas mas
utiles para demostrar convergencia de sucesiones. Este teorema establece que si somos capaces de acotar
una sucesion (yg) por arriba y por abajo por sucesiones (x) y (2zx) con un mismo limite, entonces ese
limite comun también es el limite de (y).

Proposicion 1.2.13 (Teorema del Sandwich para sucesiones reales). Sean (x)ken, (Uk)ken ¥ (2k)ken
tres sucesiones en R tales que

(i) Euziste ko € N tal que x < yp < zx para todo k > ko
(i) limy x = limy 2z, = a € R.
Se tiene entonces que la sucesion (yi)r €s convergente con limy yr, = .

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Como x;y — 'y 2z — «, existen ky, ko € N tales que

V> ki, lag —a|<e y Vk>ke, |zx—a| <e.

Tomemos k3 = méx{ko, k1, k2 }. De las desigualdades anteriores tenemos que

Vk > ks, —ce<axpr—ay zx—a<e.
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Luego, ocupando que zj < yr < zx para todo k > kg, podemos escribir que
Vk > ks, —ce<axpr—a<y,—a<z,—a<e.

Por lo que |y — «| < € para todo k > k3. Como € > 0 es arbitrario, esto muestra que yr — «a, lo que
concluye la demostracion. O

Nota: Rango de sucesiones

Cuando una sucesion (zp)reny toma todos sus valores en un conjunto de A de R, podemos
escribir (z)ren € A, para enfatizar esta inclusion. Es decir,

(zk)keN CA < Vke N, T € A. (122)

1.3 Sucesiones en R"

En dimensiones superiores, también podemos definir lo que seria una sucesién, de la misma manera
que lo hicimos en el caso de sucesiones reales.
1.3.1 Conceptos y Propiedades

Definicién 1.3.1 (Sucesion en R™). Una sucesion en R™ (o sucesion vectorial) es una funcion
z:N—=R"
k— x(k),

donde denotamos a cada vector de la sucesion con subindices segin su orden xy := x(k). Para la
sucesion completa, también ocuparemos las notaciones (xg)ken, 0 (Tg)r 0 incluso (xy), cuando no
haya posibilidad de confusion.

Nota: Indices en sucesiones vectoriales

Al tener una sucesion (xy) en R™, estamos diciendo que cada elemento x, de la sucesiéon es un
vector en R™. Es decir, z tiene n coordenadas. Para poder hablar de las coordenadas de los
elementos de la sucesion (xy), necesitamos ocupar un segundo indice.

En general ocuparemos la siguiente notaciéon para sucesiones de vectores:
= w,T,Yy,z para las sucesiones.
= n,m,d para el indices de que refiere a la dimension (R, R™ etc.).
= ¢, 7,k para los indices que recorren tanto la sucesion, como cada vector.

Por ejemplo (zx) € R™ es una sucesion de vectores en R™. El indice de la sucesion es k que
recorre todos los naturales (1,2,3,...). Para describir cada vector necesitamos un nuevo indice,
elijamos ¢, que recorre [n]. Entonces el primer término, y el k-ésimo término de la sucesion son:

Z1,1 Tk,1
T1 = | Z1,i = (l'l,i)?:1 S Rn7 T = | Tk, = (.Tk’iﬁl:l e R". (123)
Ti,n Tk,n
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Recordemos que las sucesiones en R las podemos interpretar como una secuencia ordenada de puntos
en la recta real. Similarmente, una sucesion en R™ se puede interpretar como una secuencia ordenada
de puntos en el espacio R™. Por supuesto, el orden de la secuencia no esta asociado a un orden en la
recta o en el espacio R™, si no que se refiere a que los puntos estan indexados por los ntimeros naturales,
lo cual les da un orden: Si k; < ko entonces el punto xx, viene primero en la sucesién, y luego viene el
punto xg,.

R2
€T
Is .6
D) T
R °
&
¢ ‘ > < T
T1 r3 ITs 0 T4 T2 T4 . T
b °
I3 Zo
~

Figura 1.8: Esquema de sucesiones en R y en R2.

Otra perspectiva que también ocuparemos en este apunte es pensar que las sucesiones vectoriales
se componen de varias sucesiones reales: Para una sucesion (z3)r; C R, cada coordenada i € [n]
induce una sucesion real (yx) € R dada por y; = xj,;. Esquematicamente, podemos ver esta doble
interpretacion en el siguiente esquema:

sucesion primera coordenada

T (Th,1)ken
_ ) sucesion i-ésima coordenada
xp = | ki (ki) ben (1.24)
Tk.n sucesion n-ésima coordenada
($k,n)keN

Ejemplo 1.3.2. Algunos ejemplos de sucesiones vectoriales son:

1. La sucesion (z) C R? dada por
Tk = (1 —k‘,k‘2) .

a=(). ()

Tenemos que la sucesion de la primera coordenada (zy,1) esta dada por z1, =1 — k.

Sus elementos son:

2. Podemos considerar la sucesion (y;)ien € R? dada por

cos(i) * |_ i
Yi = 4 aﬁa Iz .

.. 2 _e K
Tenemos que la sucesion de la tercera coordenada (yi3), estd dada por yxs = % Notar
que en este ejemplo cambiamos el indice al tomar la tercera coordenada (de ¢ a k), pero todavia
estamos describiendo correctamente la misma sucesion.
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3. Consideremos dos sucesiones reales (a)x, (bx)r € R. Podemos construir una sucesion (z;,) C R*

dada por
akbk bk (ai + bi)z/?’
= { ak; br, 2072 22 2 )
a + by (aj +bp)? + b;

Atencién

El uso de indices en sucesiones vectoriales puede ser confuso. En este recuadro, resumimos la
notacién descrita anteriormente:

(zk) —  Denota una sucesion, que distingumos por el uso de paréntesis.

Ty —  Denota el k-ésimo elemento de la sucesion.

Th,i —  Denota la i-ésima coordenada del k-ésimo elemento de la sucesion.

(zk,i)k — Denota la sucesion real dada por las i-ésimas coordenadas de cada elemento
de la sucesion (xy).

Con la definicion de sucesion vectorial construida, estudiaremos ahora la nociéon de limites para estas.
El objetivo sera definir el limite de sucesiones de tal manera que podamos reducir el analisis al
caso de una dimension. Para esto, lo ideal es definir el limite de una sucesion vectorial en base a
las sucesiones de sus coordenadas.

Definiciéon 1.3.3 (Convergencia de Sucesiones Vectoriales). Decimos que una sucesion (xy), en R™
converge a un vector T € R"™, si para toda coordenada i € [n], la sucesion (z; k)i de i-ésima coordenada
converge (como sucesion real) a la i-ésima coordenada de T. Es decir, se tiene que

(xk)k converge a T <= Vi € [n], z),; Froo, Ti. (1.25)

En caso de que lo anterior se cumpla, T se denomina limite de (xy); y escribimos

, _ k—oo,  _
lm zp, =2 vy xp—— .
k—o0

La nocién de convergencia dada por la Definicion 1.3.3 esté intimamente relacionada con la distancia
de la sucesion a su limite: Una sucesion (xx) en R™ converge a un punto & € R” si, intuitivamente, la
sucesion (z) se va acercando a Z en la medida que k — oo. En el caso de una dimension, esta idea es
formalizada en la Definicion 1.2.3. El siguiente teorema, muestra que podemos dar varias definiciones
equivalentes en el caso vectorial.

Teorema 1.3.4 (Caracterizacion métrica de convergencia de sucesiones vectoriales). Sea (zj) una
sucesion en R™ y T € R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) xk LimtNy

() d(zy, 7) 222 0.
(¢) (Ve > 0)(3ko € N)(Vk > ko) ||lzx — Z|| < e.

Demostracion. Demostraremos el ciclo de implicancias (a) = (b)) = (¢) = (a).

(a) = (b):
= Como zj, — Z, tenemos que para toda coordenada i, xj; — Z;

» Ocupando la Proposicién 1.2.9, tenemos que Vi € [n], (zx; — Z;) — 0.
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= Ocupando la Propiedad 1 de 1.2.8, tenemos que Vi € [n], |z — Z;| — 0.

= Ocupando que la funcién f(t) = t2 es continua, y aplicando la Proposicion 1.2.11, tenemos que
Vi € [n}, |xk,i — (fi|2 — 02 =0.

» Usando la suma de sucesiones nulas (Propiedad 3 de 1.2.8), tenemos que >, @k, — Z;|* — 0.

= Finalmente, ocupando que la funcion f(t) = 4/|¢| es continua, nuevamente por la Proposicion
1.2.11, tenemos que

d(xk, 53) =

> lak — 22 = VO =0.
=1

) = (o)
= Tenemos que d(zy, Z) — 0.
= Por definicion de distancia: ||z — Z|| — 0.
= Definiendo r = ||z — Z||, tenemos que (rg) es nula.
= Usando la Definicion 1.2.6: Ve > 0,3k € N, Vk > ko, |ri| <e.

= Reemplazando tenemos que Ve > 0,3ky € N,Vk > ko, |lxx — Z|| < €, que es lo que queriamos
demostrar.

() = (a):
» Sea i € [n] arbitrario. Queremos demostrar que (z ;) converge a T;.

= Usando (c¢) sabemos que Ve > 0,3k € N,Vk > ko, |z — Z|| <e.

» Notemos que |zx; — ;| = v/|2k, — Ti|? < \/2?21 lzk; — @)% = ||z — 2.

= Entonces en particular:

Ve > 0,3kg € N,VE > ko, ‘JZk-J - fz| <g,
que es la definicién de zy ; — .

s Como la coordenada i € [n] es arbitraria, concluimos que para todo i € [n], se tiene que zy ; — T;.
Es decir, concluimos que zp — Z.

O

Dado que la convergencia de sucesiones vectoriales es comparable a la convergencia de sucesiones reales,
es de esperar que las propiedades principales que se tenian para sucesiones reales se preserven en el
caso multidimensional.

Proposicion 1.3.5 (Unicidad del limite de sucesiones vectoriales). Sea (y)ren una sucesion en R™.
Si el limite de (zk)ken existe, entonces es Unico.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que (zg)ren admite dos limites distintos, v y v en R™.
Sea & > 0. Ocupando el Teorema 1.3.4, sabemos que existen ki, ko € N tales que

Vk >k loe —ull < 50y VR =k, [log —of| <

N ™

<
2



Tomando kg = max{k1, ka2 }, podemos escribir

€
Ju = ol = [lu = zx, + 2, — 0l < llu =@kl + lzg, —oll < 5 +5 =e

-2

DN ™

Como € > 0 es arbitrario, tenemos que para todo € > 0, se tiene que |[u — v|| < e. Esto solo puede
ocurrir si |[u — v|| = 0. Ocupando la propiedad de separacion de la norma (ver Proposicion 1.1.4),
concluimos que u = v, lo cual es una contradiccién. Concluimos entonces que, de existir, el limite de
() tiene que ser tnico. O

Proposicién 1.3.6 (Algebra de sucesiones vectoriales). Sean (z)ren, (Y )ren dos sucesiones en R”
tal que limx, = T y limy, = y. Para todo o, 8 € R se tiene que

h’]gn(omk + Byk) = aT + BY.

Demostracion.
= Fijemos una coordenada i € [n].
= Tenemos que Tk,i —> iy qUe Yk ; — Y-

= Ocupando algebra de limites de sucesiones reales (ver Proposicion 1.2.11), concluimos que
k _ _
(azk + Byr)i = aTh,i + BYk,i —— aF; + BY;.

= Como la coordenada i € [n] es arbitraria, lo anterior ocurre para todas las coordenadas. Es decir,
concluimos que

azxyg + By Lans NP + By.
O

Proposicion 1.3.7 (Teorema del Sandwich para sucesiones vectoriales). Sean (xp)ren € (yx)ren dos
sucesiones en R™, y sea u € R™ tales que

(i) Existe ko € N tal que ||z — ul| < ||yx — ul| para todo k > ky.
(’LZ) limy, yp =u € R™.
Se tiene entonces que la sucesion (xy)x es convergente con limy xy = u.

Demostracion. Definamos las sucesiones reales (si), (t) C R dadas por s = ||z —ull v tx = ||y — .
Tenemos entonces que las hipotesis (i) y (i4) pueden ser escritas como

= Existe kg € N tal que 0 < s; < t; para todo k > k.
= limt¢, = 0.

Con esto, podemos aplicar el teorema del Sandwich para sucesiones reales (ver Proposicion 1.2.13),
considerando la sucesién constante r, = 0, que acota por abajo a s; y que claramente converge a 0.
Concluimos asi que s — 0.

Luego, ocupando el Teorema 1.3.4, tenemos que

sp =0 <= |lzp—ul| 2 0 <= zr — u.

Esto finaliza la demostracion. O
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1.4 Abiertos y Cerrados

La norma euclidiana también induce propiedades en los conjuntos de R™. Entender estas propiedades
de conjuntos nos permitira luego estudiar las funciones definidas sobre ellos. En el caso de R, algunas
propiedades de funciones, como diferenciabilidad, las estudiamos en intervalos abiertos: en un intervalo
abierto, es posible estudiar las variaciones de cualquier punto en ambas direcciones. Otras propiedades,
como los limites laterales y continuidad, las estudiamos en intervalos cerrados: en un intervalo cerrado,
los bordes pertenecen al conjunto. El objetivo de esta seccién es generalizar la nocion de intervalos
abiertos y cerrados en R a conjuntos (abiertos y cerrados) que preserven estas caracteristicas.

1.4.1 Bolas en R"

Una primera idea es pensar que los intervalos son conjuntos definidos en torno a su punto medio.

Sean a,b € R con a < b, y consideremos el intervalo abierto (a,b). Tomando m = a7+b yor = b_T“,

podemos pensar el intervalo I como el conjunto de puntos a distancia de m menor que r, es decir,
(a,b) ={z e R |z —m| <r}. (1.26)

la Figura 1.9 ilustra esta idea. Similarmente, el intervalo cerrado [a,b] se puede definir de la misma
manera, pero con desigualdad simple (<) en vez de estricta.

__ a+b
m=
l R
(o )
e ]
a b

Figura 1.9: Intervalo abierto (a,b) y punto medio m.

Esta observacion nos permite hacer una primera generalizacion: al pasar a dimensién superior, basta
reemplazar el valor absoluto por la norma en la ecuaciéon 1.26. Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definiciéon 1.4.1 (Bolas en R"). Sea n € N. Para un punto x € R™ y un real r > 0, definimos

(a) La bola abierta de centro x y radio r como el conjunto

B(z,r)={yeR" : |z —y| <7}

(b) La bola cerrada de centro x y radio r como el conjunto

B(z,r) ={y e R" : [z —yll <r}.

En el caso particular de considerar x = 0 yr = 1, llamaremos a la bola cerrada B(0,1) la bola unitaria,
y la denotamos por B.

La Figura 1.10 ilustra la bola unitaria en dimensiones n =1,2y 3. La gracia de la bola unitaria B es
que, independiente del centro x o el radio r, una bola cerrada B(xz,r) tiene la misma forma esférica
que B.

Las bolas abiertas y cerradas son una buena generalizaciéon de los intervalos. Sin embargo, en R"™, los

conjuntos pueden llegar a ser mucho mas complejos. Pueden estar definidos por varias igualdades y/o
desigualdades, e incluso pueden no tener descripciéon analitica.

31



Figura 1.10: Bola unitaria B en R, R? y R3.

Ejemplo 1.4.2 (Conjuntos en R"). Algunos ejemplos de conjuntos en R? o R? son:

1. A={(z,y,2) €R® : z=1,y > %xz,x > 0}. Este conjunto corresponde a todos los puntos
de R? en en el plano [z = 1], cuya segunda coordenada es estrictamente mayor que el cuadrado
de la primera, y cuya primera coordenada es mayor o igual a cero. Notar que este conjunto esté
definido tnicamente por igualdades y desigualdades. La Figura 1.11 ilustra el conjunto A.

Figura 1.11: Dibujo del conjunto A (la parte comprendida en el cubo [0, 5]?). Las lineas rojas repre-
sentan el borde del conjunto. La linea continua {x = 0,z = 1} pertenece al conjunto, mientras que la
linea punteada {y = 1% z = 1}, no.

2. B={(z,y) € R? : y>a2?—-2y < |z[} U{(0,1)}. Este conjunto corresponde a todos los
puntos en (z,y) € R?, que quedan por sobre el grafico de la pardbola y = 22 — 1 y estrictamente
por debajo del grafico de y = |z|, incluyendo a parte el punto (0,1). Notar que este conjunto
esta definido por igualdades y desigualdades, y por algebra de conjuntos (unién, interseccion,
complemento). La Figura 1.12 ilustra el conjunto A.

3. Los conjuntos podrian no estar descritos de forma analitica. El conjunto C' de la Figura 1.13 es
un caso.

32



Figura 1.12: Dibujo del conjunto B. La linea punteada no pertenece al conjunto, al igual que los vértices
(-2,2), (0,0) y (2,2). El punto (0,1) es incluido en el conjunto via algebra.

Figura 1.13: Ejemplo de conjunto no-paramétrico.

1.4.2 Puntos interiores y conjuntos abiertos

Un elemento fundamental en el desarrollo del célculo, son las variaciones en torno a un punto del
dominio de una funcién. Es decir, para un punto z € A, queremos estudiar como se comporta una
funciéon f: A — R “cerca de x”.

En un intervalo abierto, esta idea se traducia en el hecho que para cualquier punto puedo “moverme
un poco” en ambas direcciones sin salirme del conjunto, como ilustra la Figura 1.14

R
[ )
\ ]
a < b

Figura 1.14: Variaciones en torno a un punto para intervalos abiertos.

Esto nos permitia, para una funcion f : (a,b) — R, calcular ambos limites laterales y eventualmente
su derivada.

En R™, los conjuntos pueden ser mucho mas extranos. Aun asi, estamos interesados en los puntos

donde “puedo moverme un poco en todas las direcciones” sin salirme del conjunto. En un conjunto

A, moverse en todas las direcciones desde un punto de referencia z, equivale a que A contenga una
) )

bola centrada en x como subconjunto (ver Figura 1.15). Esto motiva la definicion de punto interior.
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5

Todas las direcciones

Figura 1.15: Tlustracion de que todas las direcciones significa tomar una bola en torno al punto. El
radio de la bola puede depender del punto.

Definiciéon 1.4.3 (Puntos interiores e interior de un conjunto). Sea A un subconjunto de R™. Decimos
que © € A es punto interior de A, si existe r > 0 tal que

B(z,r) C A.

El conjunto de todos los puntos interiores de A se llama interior de A y se denota por int(A) o por

A.

Claramente, todo punto interior de un conjunto A es un punto de A, es decir, int(A) C A. Cuando la
otra inclusién se tiene, diremos que el conjunto es abierto.

Definiciéon 1.4.4 (Conjunto abierto). Un conjunto A C R™ se dice abierto si A = int(A).

Para entender mejor los conjuntos abiertos, es tutil conocer qué conjuntos abiertos son los “bésicos” y
como los conjuntos abiertos interacttian bajo union e interseccion (las operaciones béasicas asociadas a
los conjuntos).

Proposicién 1.4.5 (Algebra de conjuntos abiertos). Se tiene las siguientes propiedades:
1. § y R™ son conjuntos abiertos.
2. Para todo punto x € R", y todo radio r > 0, la bola abierta B(x,r) es un conjunto abierto.

3. Para una coleccion finita {A;}", de conjuntos abiertos de R™, se tiene que la union |J;-, A; es
un conjunto abierto.

4. Para una coleccion finita {A;}7%, de conjuntos abiertos de R™, se tiene que la interseccion
Niz, A; es un conjunto abierto.

Demostracion. Para demostrar que un conjunto es abierto, queremos ver que todo punto del conjunto
es un punto interior.

1. Demostremos cada uno por separado

= El conjunto () es abierto por argumento de vacuidad (ver nota més adelante). En efecto, no
hay puntos en () sobre los cuales verificar si son interiores.

= Queremos demostrar que R™ es un conjunto abierto.

e Sea x € R arbitrario.
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e Consideremos la bola B(z,1) y notemos que B(z,1) C R" por definiciéon (ver Defini-
cion 1.4.1)

e Demostramos que existe 7 = 1 > 0 tal que B(z,r) C R", por lo que z es punto interior.

e Como z es arbitrario, concluimos que todo punto de R™ es punto interior, por lo que
R™ es un conjunto abierto.

2. Tomemos la bola abierta B(z,r). Queremos ver que es un conjunto abierto. La Figura 1.16
muestra un esquema en R? de los elementos que utilizan en la demostracion.

Figura 1.16: Representacion en R? de los elementos de la demostracion de B(z,7) es abierta.

= Sea y € B(x,r) un punto cualquiera (arbitrario).
» Como y € B(z,r), entonces d(z,y) < r.

= Tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que d(x,y) + 3§ < r (1). Por ejemplo, se podria
tomar § = % > 0.

= Queremos ver que B(y,0) C B(z,r). Para eso debemos tomar un punto cualquiera en B(y, d)
y demostrar que esta en B(x,r)

e Sea z € B(y,d) arbitrario.
e Por definicion: z € B(x,r) <= d(z, z) < r. En efecto,

d(z,z) = [lz — 2||
=z —y+y—z|
Sllz =yl +lly -zl
=d(z,y) +d(y,z) (1)
<d(z,y)+9
<r.

Concluimos que = € B(z,r).

e Como el punto z es arbitrario, tenemos que B(y,d) C B(x,r).

= Demostramos que existe 6 > 0 tal que B(y,d) C B(z,r), es decir, y es punto interior de
B(zx,r).

= Como el punto y es arbitrario, concluimos que todo punto en B(z,r) es punto interior.

= Tenemos que B(x,r) es un conjunto abierto.

3. Tenemos una coleccion finita {A;}™; de conjuntos. Queremos demostrar que |J;; A; es un
conjunto abierto.

» Sea z € |J;", A; arbitrario.
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= Como z esta en la unién, entonces necesariamente esté en alguno de los conjuntos, es decir,
x € A; para algin 7 € [m].

= Como A; es un conjunto abierto, sabemos que existe r > 0 tal que B(z,r) C As.

= Por definicion de la union:

m
B(J?,’/‘) c Ai Cc U Az
i=1
» Entonces hemos demostrado que existe r > 0 tal que B(z,r) C |J/-, 4;, por lo que = es un
punto interior.
= Como z es arbitrario, concluimos que todos los puntos de [J;~; A; son interiores, es decir,
" | A; es un conjunto abierto.
4. Tenemos una coleccion finita {4}, de conjuntos. Queremos demostrar que (-, A; es un
conjunto abierto.
» Sea x € (-, A; arbitrario.

= Como x estéa en la intersecciéon, entonces necesariamente esta en todos de los conjuntos, es
decir, € A; para todo i € [m].

= Para cada i € [m], A; es un conjunto abierto, por lo que existe r; > 0 tal que B(x,r;) C A;.

= Tomemos 7 = min{ry,...,r,}. Como es el minimo entonces 7 < r; para todo i € [m] y, en
consecuencia, B(z,7) C B(z,r;) para todo i € [m].

= Concluimos que B(z,7) C ()~ A;, por lo que z es punto interior.

» Como z es arbitrario, demostramos entonces que todos los puntos de (-, A; son interiores,
es decir, que (-, A; es un conjunto abierto.

O
Nota: Argumento de vacuidad
El argumento de vacuidad en logica establece que la proposicion cuantificada
Vo €0, P(x)

es siempre verdadera, independiente de cual sea la funcién proposicional P. Una forma de ver
esto es que, al no haber elementos en (), la proposicion P(z) nunca sera evaluada y por lo tanto,
nunca sera falsa. Es decir, la negacion

Jdz € 0, —P(x)

es siempre falsa, simplemente pues no existen elementos en ().

1.4.3 Puntos adherentes y conjuntos cerrados

Otro concepto central del calculo, al momento de estudiar limites en un conjunto A C R™ (tanto de
sucesiones, en la seccion 1.3, como de funciones, en la seccion 1.5), necesitamos conocer cuales son los
puntos a los que nos podemos aproximar desde A. Intuitivamente, un punto en R™ que esté lejos del
conjunto A no podré ser aproximado. Por otro lado, los puntos pertenecientes al conjunto A asi como
los puntos que estén “a distancia cero” del conjunto A, si pueden ser aproximados. En la Figura 1.17,
se ilustra la idea.

Para formalizar esta idea, introducimos la definicién de puntos adherentes a un conjunto, precisamente
como aquellos puntos que que estan “infinitamente cerca’ o a “distancia cero”.
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Figura 1.17: Los puntos x e y estan en el conjunto A, por lo que si pueden ser aproximados. Asimismo,
el punto z no esta en el conjunto A, pero esta “a distancia cero”, por lo que si puede ser aproximado
desde A. Finalmente, el punto w no puede ser aproximado desde A, pues “esté lejos”.

Definiciéon 1.4.6 (Puntos adherentes y adherencia de un conjunto). Sea A C R™ un conjunto cual-
quiera. Diremos que un punto T € R™ es punto adherente de A si para todo r > 0, la bola B(Z,r)
intersecta al conjunto A, es decir, si se verifica:

Vr >0, Bz, r)NA#D (1.27)

El conjunto de todos los puntos adherentes de A se llama adherencia de A, y se denota por adh(A)
o por A.

En la Figura 1.17, tenemos que z, y y z son puntos adherentes, mientras que el punto w no lo es. La
siguiente proposicion, nos entrega algunas caracterizaciones de la adherencia de un conjunto.

Proposicion 1.4.7 (Caracterizaciones de adherencia). Sea A C R™ y sea € R™. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) x € adh(A).
(b) Existe una sucesion (x,,) C A tal que x,, — x.
(c) Se tiene que inf{||z — x| : z€ A} =0.

Demostracion. Demostraremos el ciclo de implicancias (a) = (b)) = (¢) = (a).

(a) = (b): Para esta demostracion primero vamos a construir una sucesion en A que “deberia”
converger a = para luego verificar que efectivamente converge a .

= Como z € adh(A), para todo r > 0: B(z,r) N A # (.

= En particular, para cada k € N, tomando r = ¢ > 0, tenemos que B (z, ) N A # 0.
= Como la interseccién es no vacia, tomemos para cada k € N, x, € B (m, %) NA.

= Hemos construido una sucesion (xg)ren € A. Veamos que xp — x:

e Por definicion de distancia 0 < d(x, xy).

Como z, € B (1’, %) , entonces d(z,xg) < %

Aplicando el Teorema del Sandwich (ver Proposicion 1.2.13) tenemos que que d(z, zg) — 0.

Dada la caracterizacion métrica de convergencia (Teorema 1.3.4), concluimos que zj — x.
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() = (¢): Llamemos a = inf{||z —z| : z € A}.
= Primero, sabemos que o > 0 ya que es el infimo de valores positivos.
= Queremos demostrar que o = 0. Razonando por contradiccién, supongamos « > 0.
= Tenemos que x,, — x, es decir, (Ve > 0)(ko € N)(Vk > ko) ||lzx — z|| < e.
» Tomando € = /2 > 0, definamos z = xy, con kg € N del punto anterior.

= Concluimos que 3z € A: ||z — z|| < e < a. Lo que es una contradiccion, pues « es el infimo de
dichas normas.

= Por lo tanto, necesariamente o« = inf{||z — z|| : z € A} =0.

(¢) = (a): Recordemos que el infimo es la mayor de las cotas inferiores de un conjunto en R.
= Sea r > 0 cualquiera, entonces inf{||z —z| : z€ A} =0<r.
» Existe z € A tal que ||z — z|| <r (si sno el infimo seria mayor o igual a r).
» Tenemos que z € Ay z € B(x,r), por lo tanto z € AN B(x,r).
= Como r es arbitrario, tenemos que Vr > 0, 3z € AN B(x,r)
s De forma equivalente: Vr > 0, AN B(z,r) # 0.
» Es decir, z € adh(A)
O

La caracterizacion (c) en la Proposicion 1.4.7 motiva introducir la funciéon distancia a un conjunto
A, como el infimo de las distancias a los puntos de A. Es decir, definimos la funciéon distancia a un
conjunto A no-vacio como

dAZRn—>R+

1.28

x> da(x):=nf{]|z —z| : z€ A} (128)
Esta definicion nos permite computar que tan lejos estd un punto de A, y la propiedad (c) se puede
escribir como

z € adh(4) <= da(x)=0. (1.29)
Atenciéon

Esta definicion de funcion distancia d 4 (-) necesita que A sea no-vacia. De lo contrario, el infimo
de la ecuacion (1.28) estaria mal definido (seria 4+00). No obstante, admitiendo la convencion
dy = +00, entonces la caracterizacion (1.29) es siempre valida.

Como hemos dicho hasta ahora, para todo conjunto A, cada vector z € A es punto adherente de A.
Esto nos permite concluir que A C adh(A). Cuando la otra inclusion se tiene, diremos que el conjunto
A es cerrado.

Definicion 1.4.8 (Conjuntos cerrados). Sea C C R™. Diremos que C es un conjunto cerrado si

C = adh(0).
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Nota: Cerradura

El concepto de conjunto cerrado es un concepto fundamental de topologia general. Por lo
mismo, muchos libros llaman a la adherencia de un conjunto como su cerradura o clausura.
Consistentemente, también se ocupa la notacion cl(A) para referirse a la adherencia de A.

Proposicion 1.4.9 (Caracterizacion secuencial de conjuntos cerrados). Sea C' C R™. Se tiene que
C es cerrado < Y(xp)r C C convergente, lim xy, € C. (1.30)

Demostracion. Mostraremos la doble implicancia.

(=)
= Supongamos que C' es cerrado (hipotesis).
= Sea (z}) C C una sucesion convergente cualquiera y llamemos Z = limy, .
= Por la Proposicion 1.4.7, tenemos que Z € adh(C).
= Como adh(A) = A (por hipdtesis de cerradura), concluimos que Z € A.

= Como la sucesion es arbitraria, demostramos que

V(xg)r C C convergente, limzy € C.

(<)
= Supongamos que para toda sucesion (zy) en C' convergente, el limite limy z; € C' (hipotesis).
= Sea T € adh(C) cualquiera.
= Por la Proposicion 1.4.7, sabemos que existe (z,) C C tal que z,, — Z.
= Dada la hipotesis, z € C.
= Como 7 € adh(C) es arbitrario, tenemos que adh(C) C C.
= Concluimos que adh(C) = C, es decir, C es cerrado.
O

Los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados estan intimamente relacionados, pues los abiertos son
los complementos de los cerrados (y viceversa).

Teorema 1.4.10 (Relacion entre abiertos y cerrados). Sea A C R™. Se tiene que
A es abierto <= A° es cerrado.

Demostracion. Mostraremos la doble implicancia:
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(=)
= Asumamos que A es abierto (hipotesis).
= Para ver que A€ es cerrado, usemos la caracterizacion de la Proposicion 1.4.9.
= Sea (z1) C A° una sucesion convergente cualquiera, con limite z = lim xy.
= Razonando por contradicciéon, supongamos que T ¢ A€, es decir, T € A.

e Como A es abierto, existe r > 0 tal que B(z,r) C A.

e Como z; — 7, tomando € = 5 en el Teorema 1.3.4 sabemos que existe kg tal que ||z, —z|| <
e<r

e Por lo tanto zy, € B(z,r) C Ay z, € A° por ser parte de la sucesion, lo que es una
contradiccion.

» Concluimos que T € A° y, en consecuencia, A€ es cerrado.
9 b

(=)
= Asumamos que A€ es cerrado, es decir, adh(A°) = A¢ (hipotesis).
s Sea x € A cualquiera, veamos que es punto interior.
= Llamemos o = dgc(z) = inf{||z — | : 2z ¢ A}
» Notemos que a > 0 (si es cero, por (1.29) significa que = € adh(A¢) = A°).
= Por definicion del infimo la bola B(z,a) = {z e R": ||z — z|| < a} C A.

= Concluimos que x es punto interior de A, y al ser arbitrario demostramos que A es abierto.

Proposicién 1.4.11 (Algebra de conjuntos cerrados). Se tiene las siguientes propiedades:
1. § y R™ son conjuntos cerrados.
2. Para todo punto x € R", y todo radio v > 0, la bola cerrada B(x,r) es un conjunto cerrado.

3. Para una coleccion finita {C;}™, de conjuntos cerrados de R™, se tiene que la union | J;-, C; es
un conjunto cerrado.

4. Para una coleccion finita {C;}7, de conjuntos cerrados de R™, se tiene que la interseccion
Ni~, C; es un conjunto cerrado.

Demostracion. Para esta demostracion usaremos constantemente el teorema anterior.

1. = Como R" es abierto, entonces () = (R™) es cerrado.
= Como 0 es abierto, entonces R™ = ()¢ es cerrado.

2. Tomemos la bola cerrada B(z,r). Demostremos que es un conjunto cerrado usando la Propie-
dad 1.4.9

= Sea (yi) C E(w, ) una sucesion convergente cualquiera. Llamemos y = limy yi. Queremos
ver que y € B(z,r)

= Por desigualdad triangular para distancias (ver Proposicion 1.1.6, tenemos que para cada
keN:

d(z,y) < d(z,yr) + dyr,y) <7 +dyry) (1)
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= Como yi — y, tenemos que d(yx,y) — 0 (ver Teorema 1.3.4)
= Tomando limite en (1), tenemos que d(z,y) < r.
= Concluimos que y € B(z,r).

= Como (yx) es una sucesion arbitraria, tenemos que B(x,r) es un conjunto cerrado.
3. Sea una coleccion finita {C;}7, de conjuntos cerrados de R™.

» Los conjuntos A; = C¥, con i € [m], son abiertos.
= El conjunto (J*, C;)“ = Ni~, 4; es abierto.

» Por lo tanto, | J;-, C;, es cerrado.
4. Sea una coleccion finita {C;}7, de conjuntos cerrados de R™.

= Los conjuntos A; = C¢, con i € [m], son abiertos.
= El conjunto (M-, C;)° = Uj~, Ai es abierto.

= Por lo tanto, (-, C;, es cerrado.

Atencién

El conjunto vacio @) y el espacio completo R™ son los tinicos dos conjuntos que son abiertos y
cerrados al mismo tiempo.

1.4.4 Frontera de un conjunto

De la discusiéon de adherencia y de interior, sabemos que para todo conjunto A C R™, siempre se

cumple que
int(A) C A C adh(A). (1.31)

En general, ambas inclusiones son estrictas, siendo la mayoria de los conjuntos ni abiertos ni cerrados.
Para identificar si un conjunto es abierto, cerrado, o ninguna de las anteriores, la clave esta en estudiar
los puntos que estan en adh(A) \ int(A):

1. si todos estos puntos estan en A, el conjunto A es cerrado;
2. si todos estos puntos estan en A€, el conjunto A es abierto;

3. si los puntos de adh(A) \ int(A) estan repartidos entre A y A€, entonces A no es ni abierto ni
cerrado.

Este ultimo caso se ilustra en la Figura 1.18, y motiva la definicién de frontera.

~ -

Figura 1.18: Tlustracién de un conjunto que no es ni abierto ni cerrado.

Definicion 1.4.12 (Frontera). Sea A un conjunto de R™. Definimos la frontera de A, denotada por
Fr(A), como
Fr(A) = adh(A) \ int(A4). (1.32)
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(a) Adherencia (b) Interior (c) Frontera

Figura 1.19: Ilustracion de Adherencia, interior y frontera de conjuntos. Notar que cualquier conjunto
entre (a) y (b) tendra la misma adherencia, el mismo interior, y la misma frontera.

La Figura 1.19 ilustra como se relacionan los conceptos de interior, adherencia y frontera, tomando
como base, el conjunto de la Figura 1.18.

La frontera de un conjunto puede interpretarse como el limite geométrico que separa el conjunto de su
complemento.

Proposicion 1.4.13 (Propiedades de la Frontera). Sea A un subconjunto de R™ y x € R™. Se tiene
que

1. El vector x pertenece a Fr(A) si y solo si se cumple que

Vr>0, B(z,r)NA#0 y B(z,r)NA°#0. (1.33)

2. Fr(A) = adh(A) Nnadh(A°).
3. Fr(A) = Fr(A°).
Demostracion.

1. = De la Proposicion 1.4.7, sabemos que = € adh(A4) <= Vr >0, B(z,7) N A # (.

= De la Definicién 1.4.3, sabemos que z ¢ int(A) <= Vr >0, B(z,r) € A.

» Esto equivale a que z ¢ int(4) < Vr >0, B(x,r) N A # 0.

= Con esto en mente, podemos escribir

x € Fr(4) < x € adh(A) \ int(A4)

<= zc€adh(4) y 2z ¢int(A)
<~ [Vr>0,B(z,r)NA#0] y [Vr>0,B(z,r)NA°# (]
<~ Vr>0, B(z,r)NA#0y B(z,r)NA°#0.

2. Usando la Proposiciéon 1.4.7 y la ecuacién obtenida en el punto aterior, tenemos que:

r€Fr(A) < [Vr>0,Blx,r)NA#0 y [Vr>0, B(z,r)NA°+#0)
<= zecadh(A) y z€adh(A9)
<= 1z € adh(A) Nadh(A4°).

3. Como A = (A°)°, tenemos que:

Fr(A) = adh(A) Nnadh(A°) = adh((A°)¢) Nnadh(A°) = Fr(A°)
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1.5 Limites y Continuidad de Funciones en R”

Toda la construcciéon que hemos hecho hasta ahora (norma, producto interno, sucesiones, conjuntos
abiertos y cerrados) nos permitira, de ahora en adelante, entrar en el principal objeto de estudio de este
curso: las funciones de varias variables. Recordemos que en general, una funcion f : A — B (con Ay B
conjuntos cualquiera) es una asignacion que a cada elemento a € A, asigna un tnico elemento f(a) € B.

En los cursos de célculo de una variable, estudiamos en profundidad las funciones f : (a,b) — R,
que a cada elemento real € (a,b), entregaban un tnico ntmero real f(z) € R. Polinomios de la
forma p(x) = apx™ + - - - + a1z + ag, funciones trigonométricas como f(x) = sin(z) o f(x) = cosh(z),
funciones exponencial f(x) = e® y logaritmo f(z) = In(z) son algunos de los ejemplos fundamentales
de funciones de una variable. Para estudiar propiedades de f, identificAbamos el argumento de f como
la variable, que usdbamos para calcular limites, derivadas e integrales.

En este curso, estudiaremos funciones que reciben varias variables, y entregan varios valores reales.
Dicho de otro modo, estudiaremos funciones que reciben y entregan vectores.

Definicion 1.5.1 (Funcion vectorial). Seann,m € N y sea Q C R™ un conjunto no-vacio. Una funcion
vectorial es una asignacion f : @ C R™ — R™, que a cada vector x = (x1,...,x,) € 2, asigna un
dnico vector f(x) = (f1(x),..., fm(z)) € R™.

En tal caso, diremos que

= O es el dominio de f.
= f es una funcion de n variables.
= f es una funcion de m coordenadas.

Para cada @ € [m], identificamos f; : @ CR™ — R como la funcion i-ésima coordenada: es decir, que
a cada vector x € Q asigna f;(x) € R (la i-ésima coordenada del vector f(z)).

Ejemplo 1.5.2. Consideremos = {z € R? 1 > 0}, y definamos la funcién:
f:Q-R?
2
x = (11,72) — (ln(xl), Y179, 59”721) .

2
Esta funcién recibe un vector x € Q y entrega el vector en R? dado por f(x) = (ln(xl), YT123, 5%) :

Notar que para x ¢ 2, la funcién f no esta bien definida, pues la primera coordenada se indefine si
1 < 0y la tercera se indefine si x; = 0.

Por otro lado, la funcién f tiene tres funciones coordenadas, ilustradas en la Figura 1.20:
1. f1:Q— R, dada por fi(x) = In(z1).
2. fo:Q — R, dada por fo(z) = Jx122.

3. f3:Q =R, dada por f5(z) = &5

5:131 :

Las expresiones que forman cada una de las funciones coordenadas dependen de todas las variables de
entrada, que en este caso son 1 y x2. Notar que, aunque la expresion de f; solo esté escrita en funcion
de x1, todavia recibe 2 variables, x1 y x2. Lo que pasa es que f; es constante respecto a variaciones
de zo. O
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Figura 1.20: Grafico de las tres funciones coordendas de f(x1,z2) = (ln(xl), ¥r1T3, %), ordenadas
de izquierda a derecha.

Ejemplo 1.5.3. Una funcién puede estar definida por ramas, considerando particiones del dominio.
Por ejemplo, podemos definir la funcion f : R? — R dada por

2?2 + 92 siz?+y? <1
x,y) = .
f.y) 1+ %cos (% 22 —|—y2) siz?4+y? > 1.

Figura 1.21: Grafico de funcion descrita por ramas. A la derecha, corte transversal del plano X Z (con
y = 0 constante), en el rango = € [0, 5].

Esta funcién se comporta como una pardbola 2D, hasta alcanzar el borde de la bola unitaria, y luego
comienza a oscilar como la funciéon coseno. O
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Atencion

Para una funcion vectorial f :  C R™ — R™ podemos usar dos convenciones de variables:
1. Podemos tomar la variable vectorial z € R™, escribiendo f(z).
2. Podemos tomar n variables reales z1,...,z, € R, escribiendo f(z1,...,z,).

Durante este curso, ocuparemos ambas, dependiendo del contexto. En el segundo caso, ademas,
cuando n = 2 o n = 3, escribiremos a veces (z,y) en vez de (z1,22), ¥y (x,y,2) en vez de

($17$2,3€3)-

1.5.1 Limites de Funciones

Cuando tomamos una funcion de una variable f : [a,b] — R, el limite de la funcion lim,_,z f(x), con
Z € [a, b, estaba dado por los limites laterales. Estos representaban “todas las formas” que tenia y de
acercarse a x: o bien por la izquierda, o bien por la derecha.

Como ya hemos visto, en R" las “formas de acercarse” a un vector fijo pueden ser muy variadas. En
efecto, para T € R"™, toda sucesion () que converja a T representa una forma distinta de acercarse
a . Aun asi, para estudiar limites de funciones mantendremos la misma idea que teniamos de limites
laterales: Para que el limite lim,_,; f(z) exista, la funcién f debe converger al mismo valor a través
de todas las “formas de acercarse” a T.

Definicién 1.5.4 (Limites de funciones vectoriales). Sea f : Q € R” — R™ y sea T € adh(Q2). Decimos
que un vector §y € R™ es el limite de f, cuando x tiende a T si

Y(zr) CQ con z — T, se tiene que f(xg) — . (1.34)

En tal caso, escribimos lim f(x) = 7.
T—T

De la definiciéon anterior, vale la pena destacar algunas observaciones:

1. La definicién de limite estd dada para todo punto Z adherente del dominio. Es decir, est4 definida
no sélo para puntos del dominio €2, donde podemos evaluar f, sino que también para posibles
puntos Z € adh(£2) \ Q. En estos tltimos, no es posible evaluar la funciéon f, pero si aproximar &
por sucesiones donde [ es evaluada.

2. Cuando decimos que f(zr) — ¥, lo que ocurre implicitamente es que definimos una sucesion
(yr) € R™ dada por yr = f(zk), y es en esta sucesion donde klim Y = 7.
bde el

3. Finalmente, para demostrar que un limite no existe (es decir, la negacion de (1.34)), necesitamos:

a) encontrar una sucesion (xg) C Q con xp — T tal que el limite limy, f(x) no exista; o bien,

b) encontrar dos sucesiones (}), (z7) C Q convergiendo a T tal que limy, f(x}) # limy f(23).

Basta probar una de las dos condiciones anteriores para concluir que el limite lim,_,z f(x) no
existe.
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Atencién

Para demostrar que lim,_,z f(x) = ¥, es necesario que f(xy) — § para toda sucesion (xx) que
converja a Z. Por lo tanto, es necesario trabajar con una sucesion (x) con xx — Z arbitraria.
Si mostramos que f(xy) — ¢y para alguna sucesion especifica, eso no es suficiente.

Por ejemplo, sea Q = {(x,y) € R? : x>0,y > 0} y tomemos la funcién:

f: Q9 —->R
(z,y) = fz,y) =x/y
= Si tratamos de calcular lim, ), (0,0) f(2,y), podemos considerar la sucesion

(zk,yk) = (1/k, 1/k) € Q.

= Claramente (zg,yr) — (0,0) y f(xk,yr) = 1 constante, por lo que limy, f(xk, yx) = 1.

» Podriamos pensar que lim(, ), (0,0) f(z,y) = 1. Sin embargo, esto es incorrecto (de hecho,
el limite no existe). La razon, es que solo hemos calculado el limite para una sucesion
especifica, pero no hemos evaluado todas las sucesiones posibles.

Teorema 1.5.5 (Caracterizaciones de limite de funciones). Sea f : Q@ C R™ — R™ una funcidn, sea
z € adh(Q), y sea y € R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) lim f(z) =7.

Tr—I

(b) (Caracterizacion e-6) Para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € Q se cumple que

(¢) (Limite por coordenadas) Para todo i € [m], lim,_z fi(x) = 7;.

le =2 <6 = [f(z) -yl <e.

Demostracion. Demostraremos el ciclo de implicancias.

(a) = (b):

Supongamos que lim f(z) = ¢ segtn 1.34 (hipotesis).
Tr—x
Razonemos por contradiccién y supongamos que no se tiene (b), es decir,

Je>0,¥0>0,I25€Q: os—Z|| <6y | flws) =yl > e

Construyamos la siguiente sucesion: para cada k € N consideremos § = %, entonces:

HR N VSR

Jop =21 €Q: |z -7 <
Como ||z, — Z|| < £+ — 0, tenemos que 2z — Z.

Como || f(zx) — y|| > €, tenemos que f(z) /4 7.

Por hipotesis: si z; — T, necesariamente f(zr) — §. Lo que es una contradiccion con el punto
anterior.

Concluimos que (b) es cierta.
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) = (o)

Queremos demostrar que para todo i € [m], lim,_z fi(z) = 7;.

e Fijemos ¢ € [m] cualquiera.
e Sea () una sucesion en ) con xp — T cualquiera.

e Sea £ > 0 cualquiera.
Usando (b), existe § > 0 tal que ||z — Z|| <§d = ||f(z) — 7| <e.
En particular, [}z — 7| <6 = |fi(z) — G| < (porque |fi(z) — 5| < /() — ).
Como zj, — T, existe kg € N tal que Vk > ko, ||z — Z|| < 96.
Juntando los puntos anteriores, concluimos que: kg € N, Vk > ko, |fi(z) — 5:| <e.

Como € > 0 es arbitrario, hemos demostrado entonces que:

Ve > 0,dkg € N,Vk > ko, |fz(xk) — g1| <e.

Esto significa que f;(zr) — 7; (en cuanto a sucesion real).

Como la sucesion (xy) es arbitraria, tenemos que lim, .z f;(x) = 7;.

Como la coordendada i € [m] es arbitraria, concluimos (c).

(¢) = (a):

Sea (x) C Q una sucesion convergiente a T cualquiera.

Por hipotesis, para todo i € [m], fi(zk) LN Ui

Luego, por definicién de convergencia de vectores, tenemos que
k _ _ _
Flar) = (ful@n), - fn(@n)) == (G152 Tm) = 7.

Como la sucesion (z) es arbitraria, concluimos que lim,_,z f(z) = 3.

O

Dado que el limite de funciones esta definido a partir de limites de sucesiones, es razonable esperar

que

Proposicion 1.5.6 (Unicidad del Limite). Sea f: Q C R™ — R™ una funcion, sea T € adh(2). Si el
limite lim,z f(x) existe, entonces es dnico.

Demostracion.

Razonando por contradiccion, supongamos que existen dos vectores g1,y2 € R™ distintos que
son limites de f cuando z tiende a T.

Como z € adh(), existe al menos una sucesion (zx) C Q tal que xp — Z.
Definamos (yx) € R™ por yi = f(z).
Por definicion de limites de funciones tenemos que yr — 41 y que yx — ¥o.

Esto es una contradiccion con la unicidad del limite de sucesiones (ver Proposicion 1.3.5).
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O

Proposicién 1.5.7 (Algebra de limites de funciones). Sean f,g: Q C R — R™ dos funciones, sea

z € adh(Q

). Supongamos que el limite lim,_z f(x) = § y el limite lim,_,z g(x) = Z. Entonces, se

tienen las siguientes propiedades:

1. lim (f +g)(z) = lim f(z) + lim g(z) =g+ 2.

T—T

2. Para todo o € R, se tiene que lim(af)(x) =« lim f(z) = ay.

T—T

3. Sim =1 (es decir, { y g son funciones a valores reales), entonces

lim (fg)(2) = (1im f(2)) - (1im g(a)) =5 =

4. Sim =1 (es decir, f y g son funciones a valores reales) y z # 0, entonces

i (£) ) - /)

ava\g) " lim g(a)

ISR

Demostracion. Demostraremos las cuatro proposiciones simultaneamente.

» Sea () €  una sucesion convergente a Z, y definamos las sucesiones (yx) y (zx) dadas por
yr = f(ak) y 2 = g(ay), respectivamente.

= Por hipétesis yp = ¥ v 2 — Z.

= Usando algebra de limites de sucesiones (ver Proposiciones 1.2.11 y 1.3.6):

1. Mmy(f + g)(vg) = Umy(yr + 2) = 7§ + 2.

2. Para todo o € R, se tiene que limy(a - f)(z) =limp a -y = a - §.
3.
4

. Sim =1y z # 0, entonces yi /2y, esta bien definida para todo k > kg (con k¢ suficientemente

Si m =1, entonces limy(f - g)(xg) = lmg yx - 2, =7 - 2.

grande) y por lo tanto:

lim (g) (zg) = lim L.

k k ZE

ISR

= Como (z1) era una sucesion convergente cualquiera, concluimos que los resultados son ciertos
para los limites de funciones.

O

Asi como algunos resultados de algebra solo funcionan para el caso m = 1, lo mismo pasa con el
Teorema del Sandwich.

Proposicion 1.5.8 (Teorema del Sandwich - limites de funciones). Sean f,g,h : @ C R™ — R tres
funciones, sea T € adh(Q). Supongamos que

(i) Existe § > 0 tal que para todo x € B(x,d) N, se tiene que f(z) < g(z) < h(x).

(4) lm f(z) = lim h(z) = A

T—T

FEntonces,

T—T

lim,_,z g(x) existe y es igual a A.

Demostracion. Notemos que en esta demostracion debemos usar las hipotesis (i) y (ii).
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= Sean
e (z1) C Q una sucesion con z; — T cualquiera.
e § > 0 de la hipotesis (4).
e Las sucesiones reales (f(zx))ken, (9(xk))ken v (R(2k))ken-

s Por Teorema 1.3.4 existe ko € N tal que: Yk > ko, |z — Z|| < 6.
= Es decir, Yk > ko, xr € B(Z,6) NS
» Por hipotesis (i): Yk > ko, f(xr) < g(zr) < h(xg).

» Por hipotesis (i7), usando Teorema del Sandwich de sucesiones reales (Proposiciéon 1.2.13), con-
cluimos que limyg, g(z) = .

= Como la sucesion es arbitraria, tenemos que lim,_,z g(x) = \.
O

El siguiente teorema nos permitira simplificar el estudio de limite de funciones, cuando las funciones
involucradas estan definidas por ramas. Al definir una funcion f : 2 — R™ por ramas, lo que estamos
haciendo es particionar el dominio € en varios pedazos Aq, As, ..., Ay, donde para cada particiéon A;,
f toma una forma distinta. Cuando estudiamos un limite de f, tenemos que estudiar las sucesiones
(zr) en cada una de las particiones pero, en principio, también tenemos que considerar las sucesiones
que alternan entre particiones. El siguiente teorema nos dice que estas sucesiones alternantes pueden
ser obviadas.

Teorema 1.5.9 (Limite por finitas partes). Sea f : Q@ C R™ — R™ una funcion, sea T € adh(2), y

seay € R™. Sea {A; : j=1,...,p} una coleccion finita de conjuntos no vacios tal que 2 = Ule A;.
FEntonces,
lim f(z) =y <= Vj € [p|, Y(zx) € Aj con zp — T, se tiene que f(xy) = ¥ (1.35)
T—T

Demostracion. Demostremos cada implicancia por separado.

(=)

= Supongamos que lim,_,; f(z) = 7.

= Por definicion (ver 1.5.4): V(zx) C Q con z — T, se tiene que f(zy) — 7.

= Reduciendo al caso particular de las sucesiones contenidas en cada particién, tenemos que:

Vj € [pl, Y(zx) C Aj con z — x, se tiene que f(zr) — ¥.

(=)

= Supongamos que Vj € [p], V(z) C A; con zj, — x, se tiene que f(zy) — y (hipotesis).

= Para cada particion j € [p], podemos considerar la funcion f restringida a esa particion, es decir:

17 A; - R™
s fia) = f(a).

= Con las funciones restringidas, la hipétesis se traduce a que lim,_,z f/(z) = 7, para todo j tal
que Z € adh(A;) (si no esta en la adherencia no se puede tomar el limite por definicion).
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» Llamemos Jz; = {j € [p] : T € adh(A4;)} los indices donde se puede calcular el limite.

= Queremos demostrar que lim, .z f(z) = §. Vamos a usar la caracterizacion ¢ — ¢ dada por el
Teorema 1.5.5. Sea e > 0.

» Para j ¢ J;, usando la Proposicion 1.4.7, tenemos que existe §; > 0 tal que B(z,0;) N A; = 0.

= Para j € Jz, usando el Teorema 1.5.5 en las funciones restringidas, tenemos que:

36; >0, Vo € B(z,6;) N Aj, | f(z) — 9| <e. (1.36)

= Tomemos dy = min{d; : j € [p]} > 0.

= Sea z € ) cualquiera tal que ||z — Z|| < do.

= Como ) = Ule A;, entonces existe j* € [p] tal que z € Aj«.

= Necesariamente j* € Jz porque B(Z,dp) N A; = () para los otros indices.
= Por (1.36) y recordando que f7(x) = f(x), tenemos que: ||f(z) — || < e.
= Como z € Q era arbitrario, concluimos que

VeeQ: [z—-2<d = |f(z)—yg|<e

= Como ¢ era arbitrario, tenemos la caracterizacion € — d:
Ve >0,300>0,VzeQ: Jz—z|<dy = |f(z)—1||<e

que nos permite concluir que lim,_; f(z) = 7.

Nota: Limite por partes y limites laterales

Existe un paralelo natural entre el limite por finitas partes en funciones en varias variables y los
limites laterales en las funciones reales. En el caso de R™, no se puede reducir a “acercarse por
un lado o por el otro”, porque hay muchas direcciones desde donde “acercarse”. Pero si podemos
separar el espacio y entonces elegir caminos representativos de todo el espacio. Ambas es-
trategias nos permiten reducir el analisis necesario para poder concluir la existencia de un limite.

Por ejemplo, en la Figura 1.22 tenemos que:
= €Ay, z€adh(4), v €adh(Az), = ¢ adh(A;3).
= y€ A;s, ye€adh(4;), y € adh(As), y € adh(As).
= 2 € A3, z¢adh(A;), z &€ adh(A4y), z € adh(A3).

Por lo que para calcular un limite en z, basta considerar sucesiones en A; y As por separado.
Esos dos “caminos” representan todas las formas de acercarse a x.

De forma similar, para calcular un limite en y se necesitan considerar sucesiones por A;, As y
Ajs por separado; y para z solo las sucesiones de As.
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Figura 1.22: Particiéon de un espacio 2 en Ay, As y As.

1.5.2 Continuidad de funciones

De la nocion de limites de funciones de varias variables, podemos extender naturalmente la nocién de
continuidad.

Definicién 1.5.10. Sea f: Q — R™ y sea T € §). Decimos que [ es continua en T si
I f(2) = /().
Ademds, decimos que
= [ es continua en un conjunto A C €, si lo es para todo punto de A.

= f es continua (a secas), si es continua en todo su dominio ).

Como veremos a lo largo del curso, la continuidad de funciones es una propiedad fundamental que sirve
como base para otras construcciones, como derivadas e integrales. Las funciones continuas nos permiten
asegurar que los valores de una funcién son estables con respecto a tomar limites. Esta estabilidad nos
permite admitir errores numéricos con la tranquilidad que si el error es pequeno, los valores de la
funcién no pueden variar mucho. También nos permiten construir procesos iterativos basados en hecho
que, si continuamos infinitamente, la tendencia que observamos en los datos generados de hecho se
tiene que parecer al valor de la funcién en el punto de convergencia.

Atenciéon

La continuidad solo se puede estudiar en puntos del dominio 2, mientras que los limites se
estudian para puntos adherentes en adh({2).

Para f: Q@ — R™ y z € adh(Q) \ Q tal que lim,_,z f(z) = ¥, no podemos decir que f(z) = g.
Simplemente, f no puede evaluarse en puntos fuera de §2.

Una consecuencia directa de la definiciéon de continuidad, es que las funciones continuas heredan la
misma algebra que se tiene para limites de funciones.
Proposicién 1.5.11 (Algebra de funciones continuas). Sean f,g: Q C R” — R™ dos funciones y sea

z € Q. Asumamos que f y g son continuas en T. Entonces, se tiene que
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1. f+ g es continua en X.
Para todo oo € R, af es continua en T.

Sim =1, fg es continua en .

™o

Sim =1y g(x)#0, entonces la funcion h = 5 estd bien definida en B(Z,6) NQ para § > 0 lo
suficientemente pequeno, y ademds h es continua en T.

Demostracion. Las propiedades 1,2 y 3 son consecuencia directa del algebra de limites de funciones
(ver Proposicion 1.5.7). Demostremos la propiedad 4.

» Definamos r = |¢g(z)| > 0.

= Usando la caracterizacion € — ¢ (ver Teorema 1.5.5) para ¢ = r/2 , tenemos que existe § > 0 tal

que
Vo € B(z,8) N |g(x) — 9(2)| < 3.
= Por lo tanto, para todo x € B(z,d) N tenemos que
r—lg(@)] = lg()| — |g(x)]
= 9(z) —g9(z) + g(z)| — g(z)|
< lg() —g(@)| + lg(x)[ — lg(2)]
= 9(z) — g(z)|
<’
-2

= Reorganizando, concluimos que para todo z € B(Z,) N : [g(z)] > § > 0.

= Concluimos que h esta bien definida en B(Z, §) N 2. Luego, la continuidad de h es una aplicacion
del limite de cociente de funciones (ver Proposicion 1.5.7).

O

Para finalizar este capitulo, incluiremos un tltimo criterio de continuidad que corresponde a la compo-
sicion de funciones continuas. Junto con el dlgebra de funciones continuas, y la continuidad de funciones
de una variable, podremos construir muchas funciones continuas de manera casi automatica.

Nota: Rango de funciones

Para una funcion f: Q@ C R™ — R™, denotamos su imagen o rango como f(€). Es decir, f()
es el conjunto dado por

fOQ)={yeR™ : Iz e Q,y=f(z)}.
Proposicion 1.5.12 (Composicién de funciones continuas). Sea f : Q@ C R®™ — R™ y sea g : A C
R™ — RP. Sea T € 2 y supongamos que
(1) f() C A
(ii) f es continua en T.
(#ii) g es continua en § = f(T).

Entonces, la composicion go f : Q CR™ — RP es continua en .
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Demostracion. Queremos demostrar que lim,_,z(go f)(z) = (go f)(Z).
= Sea (x1) C 2 una sucesion cualquiera con xy — I.
= Como f(Q) C A, podemos considerar la sucesion (yx) C A definida por y, = f(zk).
= Como f es continua en Z, tenemos que yr — § = f(Z).
= Como g es continua en g, tenemos que g(yx) — 9(y).

= Podemos concluir que:
(90 f)(@e) = g(f(zk) = 9(yx) = 9(y) = 9(f(Z)) = (90 )(Z).

= Como la sucesion (xy) es arbitraria, concluimos que lim,_,z(g o f)(z) = (g o f)(Z).

1.6 Seleccién de Problemas

A continuacion, se presenta una selecciéon de problemas confeccionada por los autores, para ejercitar
los contenidos hasta aqui expuestos. Se solicita al lector o lectora, considerar la siguiente simbologia al
momento de trabajar en ellos: problemas destacados de la forma (%) son representativos de controles
de catedra, y destacados de la forma (x%) indican que son problemas de dificultad elevada.

1.6.1 EIl Espacio R”

1. (%) Considere en R™ el producto interno (-,-) y la norma euclidiana || - ||.

a) Muestre que la norma euclidiana cumple la siguiente identidad,
(Vz,y €R") z+yl? + llz — yl* = 2]l«|* + 2y|*.
b) Sean vy, vs, ..., v, € R™ vectores ortogonales entre si. Demuestre que
o1 +v2 + . vmll? = [loa ] + o2l + .+ o %

2. (x) Muestre que la norma euclidiana || - || en R™ cumple la llamada identidad de polarizacion

Va,y €R™ (z,y) = 7 (lz +yl* — o —yl*).

>~

3. (xx) Ademaés de la norma euclidiana definida en el curso, en un contexto més general, en un
espacio vectorial cualquiera, toda funcién que cumpla las propiedades de la Proposicion 1.1.4
(Positividad, Separacion, Homogeneidad y Desigualdad Triangular) recibe el nombre de norma.

Muestre que en R"™, la norma infinito

l#lloe = mix fa

se trata, efectivamente, de una norma.

4. Muestre que si cambia la norma euclidiana por la norma infinito, la identidad demostrada en
1.a) ya no es cierta. Para ello, encuentre un par de vectores adecuados para que la igualdad no
se cumpla.
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5. (%*) Definimos C(]0, 1], R) como el espacio vectorial de las funciones continuas definidas desde el
intervalo cerrado [0, 1] a valores reales; dotado de la suma y la ponderacion por escalar. Muestre
que en este espacio, la funcion

” ' ”1 : C([Ovl]’R) —-R

1
£ 1l =/0 ()t

se trata de una norma.

6. En mecénica clésica, se dice que una fuerza realiza trabajo cuando hay un desplazamiento de
su punto de aplicacién. En este mismo contexto, el trabajo de la fuerza sobre ese cuerpo sera
equivalente a la energia necesaria para poder desplazarlo en una cierta direccién; y en términos
matematicos, si F es la fuerza aplicada sobre el cuerpo y d es su desplazamiento, se puede definir
como

=

W = (F,d).

Considere en este problema un objeto que se desea mover en una linea recta, desde el origen de
coordenadas hasta el punto d = (5,4, 3) en tres dimensiones, y las fuerzas representadas por los
vectores detallados a continuacion

Fi=1,1), F=(01-2), F=(3-12).
a) {Cual de las tres fuerzas involucradas genera mas trabajo para mover el objeto en cuestion?

b) {Como cambian sus resultados, si ahora se busca el desplazamiento d= (-1,1,-1)?

¢) ;Qué ocurre si la fuerza aplicada es perpendicular al desplazamiento buscado?
Hint: Recuerde que (Z,4) = ||Z]|||¥]| cos(), donde 0 es el dngulo subtendido por los vectores
Zey.

d) A partir de sus observaciones hasta aqui, jcémo debe ser el vector de fuerzas usado para
que genere un mayor trabajo en el desplazamiento buscado?

1.6.2 Sucesiones Reales y Vectoriales

1. (%) En matematicas, una de las aplicaciones de las sucesiones que hemos estudiado en clases,
corresponde al concepto de serie numérica, que en términos intuitivos es una suma infinita de la
forma

o0
a1+a2+a3+...+ak+ak+1+...:Zak,
k=1
donde cada ai € R se puede interpretar como el término general de una sucesion. Una forma de

trabajar con esta intuiciéon y poder formalizarla en términos matematicos, seré la de definir el
concepto de “suma parcial” de una serie

n
Sp = § g,
k=1
¢ intentar determinar el valor del limite

L= lim s,.
n— oo

El criterio de convergencia de series que estudiaremos sera el siguiente: Sea (ag)ren una sucesion
de términos positivos, y supongamos que el siguiente limite existe

r= lim ay.
k— o0

Dependiendo del valor de r, tenemos los siguientes escenarios:
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o0

= Sir <1, entonces la serie Zak converge.
k=1
oo
= SirT > 1, entonces la serie Zak diverge.
k=1
= Sir =1, entonces el criterio no es concluyente (no sabemos qué pasa con la serie).

a) Muestre que para cualquier z € R, la siguiente serie numérica converge
e} ;1;"
pB=s
k=1
b) Considere ahora la serie numérica dada por
i (k!)2ak
(2k)!

k=1

Muestre que esta serie converge si z < 4, pero diverge si x > 4.

. Estudie la convergencia de las siguientes sucesiones:

1- cos(m)> .

n’ﬂ

ern — 1 1
b) B, = <2n’ (2n + 1) sin <3n)) .

. (%) Indique si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa, justificando adecuadamente su res-

puesta: La sucesion
n) 2 4 1
v = cos(e)’ n+ o b
n n—3 n!

a) A, = <sm(m), cos(n),

es convergente en R3.
. (%) Estudie la convergencia de la sucesion en R? dada por

o anbn bu(af +07)Y
" \an] +027 (a2 +02)2 + 02 )

donde (a,, b,) — (0,0).

. (%) Sea (xp, Yn)nen una sucesién en R? tal que lfim x,, = 0. Decida la veracidad de las siguientes
n—oo

afirmaciones, mostrando por qué son verdaderas o exhibiendo un contraejemplo.

a) (Zpn,Yn)nen es convergente si y solo si lim,, o ¥, = 0.
b) (%n,Yn)nen es convergente si y s6lo si (yn)nen €s convergente.
c

) Si (Yn)nen es acotada, entonces (T, Yn)neN €8 convergente.
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1.6.3 Conjuntos Abiertos y Cerrados
1. Sean A, B C R" dos conjuntos no vacios. Demuestre las siguientes propiedades.
a) adh(AN B) C adh(A4) Nnadh(B).
) adh(A U B) = adh(A) U adh(B).
) int(A N B) = int(A) Nint(B).
) int(A) Uint(B) C int(A U B).

=

o

d

En particular, en los casos en los que se tiene la inclusién, encuentre ejemplos que expliciten que
en general, la igualdad no es cierta.

2. (x) Se definen los conjuntos A, B C R? dados por
A={(z,y) €R?® : x<y<3—-2%}, B={(z,y) €R? : 1<x<7, y>3}

a) Bosqueje en el plano cartesiano ambos conjuntos.
b) Determine interior y adherencia de ambos conjuntos.

¢) Usando la parte anterior, indique si alguno de los conjuntos en cuestion es abierto o cerrado.
Justifique su respuesta.

d) Se dice que un conjunto C' C R? es acotado, si existe una bola B((zo,yo0),r) tal que C' C
B((zg,y0), 7). Determine si A y B son o no conjuntos acotados. Justifique sus respuestas.

3. (x) Considere el conjunto C' C R? dado por
C={(z,y) €R? : 2® +y* <1, |z] < Jy[}.

Bosqueje el conjunto C, e identifique su interior, adherencia y frontera.

1.6.4 Limites y Continuidad

1. Determine si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa, justificando su respuesta en cualquier
caso: Si f,g,h : R™ — R son tres funciones tales que

f(x) = g(x) + h(z).

Si existe el limite de f cuando = — a, entonces los limites de g y h cuando x — a también
existen, y cumplen que

lim f(z) = lim g(z) + lim h(z).

r—a r—a r—a

2. (%) Calcule (si es que existen) los siguientes limites, justificando sus respuestas segin corresponda.

o272 (22 — y)?
a) fm 55 c) { RN
(z,9)—(0,0) T + ¥y (z,9)—=(0,0) 2= +Y
b) i d) lim et -1
fm v -
(z,y)—(0,0) \/1:2 + 92 ) (2,5)=(0,0) 1 — cos(z + )

3. (xx) Estudie la existencia de los siguientes limites, calculando aquellos que existan:

o)  lim Son@)tseny) b sen(x) — sen(y)

) im
(z,9)—(0,0) T+y (z,9)—(0,0) T+y
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Indicacion: Busque alguna identidad trigonométrica sobre la suma o resta de senos.

4. (x) Estudie la continuidad de las siguientes funciones, distinguiendo los casos (x,y) # (0,0) y
(z,y) = (0,0).

a)

2y ,
si (z,y) # (0,0)
flz,y) = wy
0 si (x,y) = (0,0)
b)
(zy)?

5. (xx) Considere la funcion dada por

In(1+ 2% +9?) + 23 +¢3
Flawy) = R
« si (x,y) = (0,0)

Determine el valor de o que hace que f sea una funcién continua.

6. (x) Repita la tarea recién realizada, para encontrar ahora el valor de 8 que hace que g sea

continua.
1 — cos («/1’2 + y2>
g(x’y) = 2 +y2 S1(T,Yy 7é ’
B si (z,y) = (0,0)

1.6.5 Miscelaneos
1. Pruebe que el siguiente limite no existe

xt + y4
1m —_—
(z,)—(0,0) 23 + y?

Para ello considere las sucesiones (1, 152

T eat) Y (717, 0), las cuales convergen a (0,0).

2. (x) Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique todas sus respuestas,
ya sea con ejemplos, contraejemplos o demostraciones segiin corresponda.

cos(n!)  2n—4n? 1
n? 7 n2410 ’ In(n+2)

a) La sucesion (z,)neny € R? dada por z,, = ( ) no es convergente.

b) Si A CR"™ es un conjunto abierto y cerrado al mismo tiempo, entonces Fr(A) = .

¢) Si f,g:R? — R* son dos funciones tales que f + g es continua en o € R?, entonces f y g
son continuas en xg también.

d) Si x,y € R™ son dos vectores tales que

e +yll = [l=ll + [lyll,

entonces al menos unos de los vectores es cero.
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CAPITULO 2

Diferenciabilidad en R"

Tal como hicimos con los limites y la continuidad de las funciones de varias variables al final del
Capitulo 1, en la presente seccion revisaremos como extender la nocién de diferenciabilidad en varias
variables, comenzando con funciones cuya imagen estd en R para después ver el caso en el que las
funciones llegan a R™.

Para motivar nuestro estudio, recordemos la interpretaciéon que tiene la derivada en una variable, y
analicemos graficamente las diferencias que encontraremos en varias variables.

2.1 Derivadas Direccionales y Parciales

Ya sabemos, a partir de cursos anteriores, que la derivada de una funcién nos da informacioén con
respecto a su crecimiento. Sélo para poder hacer la comparacion con el caso multivariable, enunciemos
su definicién para el caso unidimensional.

Definiciéon 2.1.1 (Derivada en R). Sea f : (a,b) = R una funcion, y xo € (a,b). Diremos que f es

una funcion derivable en xg, si el siguiente limite existe

i L&) = F@0) (2.1)

T—To Tr — X
En tal caso, denotamos al limite f'(xq) y lo llamamos derivada de f en xg.

Nota:

Haciendo el cambio de variables h = x —xg, podemos reescribir el limite que define a la derivada

como
() = }111;% f(zo + h})L - f(fﬂo).

Cuando f'(z0) existe, es posible entonces afirmar que

o @0+ ) = f@o) = fah _ |+ h) = flz) = (o)
h—0 h h—0 |h

=0. (22

La ecuacion (2.2), es la que mas adelante permitira extender a varias variables este concepto.
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La interpretacion geométrica de estos calculos, corresponde a la siguiente: f’(z() entrega como resultado
la pendiente de la recta tangente a la grifica de f(x), en el punto x = xg.

: 9 |
' f(xo)
_________ ____"________________

i T
| To

_3 2 1 1 3
| -1
: -2

Figura 2.1: Interpretacion grafica de f’(zg), como la pendiente de la recta tangente a f en .

En el caso de estudiar una funcién de varias variables, en primera instancia no es tan claro céomo
extender esta nocion. Basta con tomar una funcién como

fla,y) =2® -y

y notar que, dependiendo de cuél sea la variable perturbada por el limite, se obtienen diferentes
resultados. No es muy dificil calcular, por ejemplo, que se tiene

I f(zo+h,yo) — f(@o,90) _ lm (zo +h)? —y3 — (23 — v3)
h—0 h h—0 h
h—0 h
h—0 h
= 2(,60,

y de manera analoga, se puede calcular también

lim f(zo,y0 +h) — f(x0,y0)
h—0 h

= —2yo

Maés aun, si perturbamos ambas coordenadas de forma simultanea, se puede calcular

i J(xo + h,yo + h) — f(z0,y0)
1m
h—0 h

= 2xo — 2y07

y en todos los casos, dependiendo del valor especifico del par ordenado (9,%0) € R?, es posible obtener
resultados positivos o negativos, para un mismo punto en el que estamos calculando “una especie” de
derivada. Esto dice relaciéon con la coordenada que estamos usando para calcular, como se puede
apreciar en la Figura (2.2)

2.1.1 La Derivada Direccional

En resumidas cuentas, podemos concluir que en el caso de una funciéon de varias variables, lo que
observemos como “derivada”, dependera fuertemente de la direccion que usemos en el espacio vectorial
para “mirar”. Esta situacion, es la que inspira la siguiente definicion.
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KX
ALY

Figura 2.2: Comportamiento de f(z,y) = 2% —y? perturbando en eje x (linea nega), eje y (linea celeste)
y ambas (linea azul). Se aprecia comportamiento convexo, concavo y constante, dependiendo del eje
utilizado.

Definiciéon 2.1.2 (Derivada Direccional). Sea f :  C R™ — R wuna funcidn, con Q un conjunto
abierto. Diremos que f tiene derivada direccional en xg € ), segin la direccion (vector) v € R™, si el
siguiente limite existe
ho) —
fl(fl}'();v) — lim f(xo + 'U) f(x()) .
h—0 h

Nota: Relacién con la derivada unidimensional

Si para cada xzg € Q y v € R” especificos definimos la funcién

o(t) = f(zo + tv),

podemos identificar en la definicién de derivada direccional lo siguiente:

P o) = Jim A2 1)

que corresponde finalmente a una derivada en R. Por ende, naturalmente, la derivada direccional
heredara todas las propiedades que ya conocemos de la derivada unidimensional.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la funcién f : R> — R dada por

23y sen(zy?) .
floy) =4 = st (z,9) # (0,0).
0 si (z,y) = (0,0)

—
~

Si deseamos calcular la derivada direccional de f en el origen, segtin una direccién (u,v) € R? cual-
quiera, debemos calcular como se desarrolla a continuacion.
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f((0,0) + h(u, v)) = f(0,0)

£1((0,0); (u, v)) = lim

h—0 h
o )~ £(0.0)
h—0 h
h*ulv sen(hsu'u2) —0
= lfm — W)
h—0 h

h*udv sen(h3uv?)
m
h—0  h7(ub 4 v°)

u3v sen(h3uv?)

o I}ng%) h3(ub + v6)
udv . sen(h3uv?) uv?
T ub b illlg%) h3 w2
ut? I sen(h3uv?)
T ub b 0 Buv?
utod
piTE
donde hemos usado el limite conocido
i sen(z) _ 1
z—0 z

2.1.2 La Derivada Parcial

Tal como suele pasarnos al estudiar el conjunto R, direcciones que seran particularmente importantes

de estudiar corresponderan a aquellas dadas por los vectores canénicos, {ej};‘zl = {e1,ea,...,en},
donde
0
e;j = | 1 | — j-ésima coordenada
0

Por ende, las derivadas direccionales en estas direcciones, tendra un nombre especial, y seran estudiadas
con mas profundidad.

Definiciéon 2.1.4 (Derivada Parcial). Sea f: Q@ C R™ — R una funcidn, con Q2 un conjunto abierto.
Llamaremos derivada parcial de f con respecto a x; en xg € ), a la expresion

of (o) = lim f(zo + hej;) — f(T/o).

67.%‘]' h—0 h
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Atencién

Las derivadas parciales corresponden a perturbar s6lo una de las coordenadas del punto en el
que estamos derivando. Ademaés, como una derivada parcial en un punto zg €  especifico es
en el fondo una derivada de R en R, a través de la funcién

@ (t) = f(wo + tej)

y recordando que

of / /

%j(fﬂo) = f'(wo; ;) = ¢;(0),
podemos deducir directamente que las derivadas parciales cumplen todas las reglas de calcu-
lo que ya conocemos para obtener derivadas en R. En particular, se cumplen las leyes de la

suma, de la ponderaciéon por escalar, del producto, del cuociente y de la cadena.

Ejemplo 2.1.5. Para la funcion

Ty
9(z,y) = m»
sus derivadas parciales quedan dadas, usando la regla del cuociente, por las siguientes expresiones
dg y(x? + 2+ 1) —ay-20 P 4y—2%y
F L O U UG Rl (B B
dg (2 +y? +1) —zy -2y 2+ z — zy?
A TR ) P R Ve
O
En el caso de que estudiemos una funcion f : Q € R™ — R™ lo que haremos seré calcular las derivadas
parciales de cada una de sus funciones componentes f;(z), ¢ = 1,...,m. Para escribirlas de forma

resumida, definimos la siguiente nocion.

Definicién 2.1.6 (Matriz Jacobiana). Sea f : Q C R™ — R™ una funcion, con Q un conjunto abierto
y xg € Q. Llamaremos Matriz Jacobiana de [ en xg, a la matriz Df(xg) € Mpyxn(R) dada por

08 1),

Df(zo)ij = 57
J

Ejemplo 2.1.7. Consideremos un ejemplo que ayude a orientarnos mejor en las dimensiones de la
Matriz Jacobiana y sus respectivos elementos.

Sea la funcién f : R? — R? definida por

3xy
f(z,y) = | —sen(a?)
y - sen(y)

Como f : R? — R?, entonces para cualquier (9, 7o) € R? tenemos que D f(xg,%o) es una matriz de 3 x 2.
Es decir, avazamos hacia abajo por cada funcion componente y avanzamos hacia la derecha por cada
variable.

La Tabla 2.1 muestra la “distribucién espacial” de las derivadas parciales.

Podemos entonces escribir la Matriz Jacobiana asociada a la funcion f en el punto (xg,yo) por:

3y0 3$0
Df(wo,y0) = | —2x0 cos(xf) 0
/yo sen(yo) + yo cos(yo)
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T Yy
1 %(Io, Yo) = 3yo %(zo, Yo) = 3xo
Fo | 92w, 0) = —costad) -2y 02 (o0, ) =0
f3 %(xo,yo) =0 %(%wd = sen(yo) + Yo - cos(yo)

Cuadro 2.1: Elementos matriz jacobiana

La matriz jacobiana es la que nos permitira més adelante definir la derivada de una funciéon. En conse-
cuencia, sera particularmente interesante obtener propiedades sobre su comportamiento. Demostremos
un primer resultado elemental.

Proposicién 2.1.8 (Algebra de Jacobianos). Sean f,g:Q C R™ — R™ funciones y z¢ € () tales que
las matrices jacobianas D f(xo) y Dg(xo) existen. Entonces,

1. D(f + g)(xo) = D f(zo) + Dg(zo).
2. Si X € R, entonces D(Af)(xo) = AD f(x0).

8. Sim =1, entonces
D(f - 9)(z0) = g(z0)D f(z0) + f(z0)Dg(wo).

4. Sim =1, entonces

D (;) (o) = —%Df(xo).

Demostracion. Cada una de las proposiciones es una igualdad de matrices, por lo que se usaré la misma
estrategia cada vez: demostrar que las matrices son iguales coordenada a coordenada.

1. Jacobiano de la suma.

» Sean i € [m] y j € [n] cualquiera.

» Por definicién de la matriz Jacobiana:

of +9)i Of;i 9g;
D(f +g)(wo)i; = . (o), Df(x0)ij = oz, (x0), Dg(wo)i; = oz, (zo)
= La derivada parcial cumple la regla de la suma (porque la hereda de las derivadas en R),
por lo que
f +9) Ofi 9y
Ui () = 2 (ag) 4 2 )
J J J

Uniendo los puntos anteriores, concluimos que

D(f + g)(x0)ij = Df(x0)ij + Dg(x0)ij-

Como ¢, j eran arbitrarios, la igualdad se cumple para toda la matriz. En consecuencia,
D(f + g)(zo) = Df(zo) + Dg(zo).
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2. Jacobiano de la ponderacion por escalar.
» Sean i € [m] y j € [n] cualquiera.
= Por definicién de la matriz Jacobiana:

OAfi

DOl = o

(z0), Df(20)ij =

= De forma similar, la derivada parcial cumple la regla de la ponderaciéon (porque la hereda
de las derivadas en R)

OAfi Ofi

z; (wo) = )\8133 (o).

= Uniendo ambos puntos obtenemos:
D()\f)(l‘o)ij = /\Df(xo)ij
= Como i, j eran arbitrarios, la igualdad se cumple para toda la matriz. En consecuencia,
D(Af)(wo) = AD f(xo).

3. Jacobiano del producto.

= Sea j € [n] cualquiera (en este caso ¢ = 1 siempre).

= Por definicion de la matriz Jacobiana:

D(f - g)(auhr; = S ). Df o)y, = 5 (r0). Dateohs = 5w,

J

= De forma similar, la derivada parcial cumple la regla de producto (porque la hereda de las
derivadas en R)
([ -9)

aLL'j

(30) = sla0) 52-(a0) + Fw0) 5 a0)

J

= Uniendo los puntos anteriores se obtiene:
D(f - 9)(@o)1j = g(wo) D f(x0)1; + f(x0)Dg(xo)1;-

= Por igualdad de cada coordenada de la matriz, se obtiene el resultado.

4. Jacobiano de la inversa. Esta demostracion se resuelve de forma equivalente a las anteriores, y
queda como ejercicio para el/la lector/a.

O

2.2 La Derivada en R"

Como mencionamos en la seccién anterior, en el caso de las funciones reales f : R — R, la derivada
cumple con ser la pendiente de la recta tangente al punto estudiado. En otras palabras, la tangente
a la funcion f en zq corresponde a la recta de pendiente m = f’(xg), que ademds pasa por el punto
(0, f(x0)). Si calculamos la ecuacion de esta recta, obtenemos

y — f(zo)

7 — 20 = fl(m) <= y=f(zo)+ f (zo)(x — o).
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Figura 2.3: En rojo, la recta y = f(z0) + f'(x0)(z — zo) para f(z) = 2*(z — 1)(z — 2) y 2o = 2.

En la Figura (2.3), es posible apreciar que “cerca” de xg, la recta tangente y la funciéon se parecen.
Esta nocién de similaridad se puede escribir de la siguiente manera: para § > 0 suficientemente pequeno
yx e (SIJ() —(5,£Eo+(5)

f(x) ~ f(x0) + f'(z0)(x — o).

Para las funciones en varias variables f : Q@ C R" — R™ y zg € (), buscaremos construir la nocién
de derivada que nos permita obtener un resultado similar de aproximacion de la funcién. En otras
palabras, una derivada tal que

f(@) ~ f(zo) + Df(zo)(x = x0),

cuando x esta cerca de xg.

La notacion D f(xg) no es azarosa, lo que estamos buscando es que la matriz jacobiana D f(z() cumpla
el rol de la derivada en este nuevo escenario. Una pregunta natural en este punto corresponde a la
siguiente: jsera que el jacobiano, efectivamente cumple esta propiedad?

Consideremos el cambio de variables x = xg+h, y reescribamos la expresion anterior como una igualdad
f(xo +h) = f(zo) + D f(z0)h + o(h), (2.3)

donde hemos definido la funcién o : R™ — R™, para que represente el error de nuestra aproximacion,
en funcion de h. En principio, nos gustaria que o(h) — 0 cuando h — 0, pues de esta manera, cuando
estemos cerca de xg, el error serd pequeiio.

Ademas, recordemos que en R, cuando la derivada existe, cumple la Ecuaciéon (2.1), que nos entrega
la motivacion fundamental de la siguiente definicién.

Definiciéon 2.2.1 (Derivada). Sea f : Q C R™ — R™ con Q abierto y xy € 2. Decimos que f es
diferenciable en xq si todas sus derivadas parciales existen, y ademds cumplen

lim 1/ (xo +h) — f(wo) = Df(zo)hll _
h=0 17

0. (2.4)

Cuando esto ocurre, decimos que D f(xg) es la derivada de f en xg.

La interpretacion de esta definicion se fundamenta en la Ecuacion (2.3), observando que cuando f es
diferenciable, podemos escribir la igualdad

f(@o+h) = f(xo) + Df(xo)h + f(zo + h) — f(x0) — Df(xo)h,

=o(h)
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donde hacemos la identificacion o(h) = f(zo + h) — f(xo) — D f(x0)h, que corresponde al numerador
del limite planteado en la Ecuacién (2.4). Cuando pedimos que H(I)\(:H)” — 0, estamos pidiendo tal como
se discuti6 anteriormente, que el error tienda a cero cuando h hace lo propio, con una observacién

adicional: que o(h) — 0 mas rapido que h.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la funciéon dada por f(z,y,z) = 2% + y? + 22, y probemos que es
diferenciable en cualquier (z,y, 2) € R3.

1) Calculemos la Matriz Jacobiana de f: Df(z,y,2) = [20 2y 2z].
2) Usando h = (hy, ha, h3) € R3, calculemos el producto punto:

Df(x,y,2) - (hi,ha,hs) = 20 2y  22] - (ha, ho, hs) = 2xhy + 2yhe + 22hs.

3) Reemplazando en (2.4)

[f(xo +h) — f(wo) — Df(xo)hl
[
||f(l' + h17y+ h252+ h3) B f(I,y,Z) B Df(I,y,Z) ) (h1;h25h3)H
H(hlﬁh2’h3)||
|(z + h1)? + (y + h2)? + (2 + h3)? — (22 + y2 + 22) — (2xhy + 2yhs + 22h3))|

Vhi+h3+ h3

hi +h3 +h3

hi + h3 + h3
= \/hi+h3+ 3.

4) Finalmente, tomando limite:

h) — f(x0) — Df(xo)h
ti 1/ (@0 £ P) = J(@o) = Df@o)hl] _ lim (/W4 B3+ hF = 0.
h=0 1% (h1,h2,h3)=(0,0,0)

5) Concluimos que f es una funcién diferenciable en (z,y,z) € R3, y su derivada corresponde a
Df(z,y,z) = [2z 2y 2z].

%
Ejemplo 2.2.3. Consideremos ahora la funcién definida por ramas, dada por
xysen(zr) .
e ¥ (z,y) # (0,0)
g(z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

Estudiemos la diferenciabilidad en el origen.

1) Calculemos la Matriz Jacobiana de g en (0, 0):

0(1,0) ~9(0.0) _ (D 0(0.h) —g(0.0)

(‘3y h—0 h

99 (6,0) = lim

Oz 70 h =0

por lo que Dg(0,0) = [O 0].
2) Usando h = (hy, h2) € R?, dado lo anterior, tenemos que Dg(0,0) - (hy, ha) = 0.
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3) Reemplazando en (2.4)

llg(zo + h) — g(wo) — Dg(z0)h||
[
lg(h1, ha) — g(0,0) — Dg(0,0) - (hy, ha)|l
[|(h1, ho)l

- hth sen(hl)
IR CERE

4) En vez de calcular el limite con (hy, h2) — (0,0), usemos una sucesion en particular. Consideremos
hi = hax = , entonces tenemos:

bedsen(}) _gsen() 1 sen(d) | 1 sen(})
(B+&) P F i

5) Usando el hmlte conocido lim,_,q (“en”) = 1, tenemos que, cuando k — oo, el resultado anterior
tiende a 5 f

6) Concluimos que, de existir el limite, este no es cero (lo que necesitamos de (2.4)), por lo que g no
es diferenciable en (0,0), a pesar que su jacobiano si existe en ese punto.

O

Un primer resultado interesante, que combina las ideas de diferenciabilidad y continuidad previamente
estudiadas, corresponde al siguiente resultado.

Proposicion 2.2.4. Sea f: Q2 CR™ — R™ una funcidn, con  un conjunto abierto y xg € Q. Si f es
diferenciable en xg, entonces f es continua en xg.

Demostracion. Similar al capitulo anterior, esta demostracion la haremos en “sentido inverso” (ver la
demostracion de la Proposicion 1.2.11).

= Sea g €  tal que f es diferenciable en xg (hipotesis).

= Queremos demostrar que f es continua en xg.

» Usando la Definicién 1.5.10 queremos que lim,_,,, f(z) = f(zo).

= Haciendo el cambio de variable x = z¢ 4+ h, queremos que limy, o f(zo + k) = f(z0).
» Es equilavente a limy, ¢ || f(zo + k) — f(z0)|| = 0.

= Busquemos acotar || f(xo + h) — f(xo)]|:

)
[ f(xo + h) = f(xo)ll = || f(zo + h) — f(z0) — Df(x0)h + Df(x0)h|
<|[f(zo +h) = f(xo) — Df(wo)h|| + | Df(zo)hl

< | f(zo +h) = f(xo) — Df(xo)h| + [|Df (o)l - [|1]],

donde en la tltima desigualdad usamos el Lema 2.2.5.

= Tomando limite, y usando la hipotesis de diferenciabilidad, tenemos que

lim || f(zo + h) — f(zo)[| = 0.
h—0
= Podemos concluir que f es continua en x.
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Lema 2.2.5. Sea M € M, xn(R) una matriz y x € R™ un vector. Considerando la norma de Frobe-
nius, definida por:

1M =

Entonces tenemos que
[Mz|| < [[M]] - [|[].

Demostracion. Antes de calcular la demostracion, vale la pena detenerse en los elementos de este lema
y sus dimensiones.

= M € My, xn(R) es una matriz con m filas y n columnas. Llamaremos a cada elemento de la
matriz a;; con ¢ € [m] (filas) y j € [n] (columnas).

= z es un vector en R", para ser consistentes con los subindices los elementos de x serdn x; con
j € [n].
= Dada la multiplicaciéon de matrices por vector, tenemos que M x es un vector de R™ y sus elemtos

seran (Mzx); con i € [m].

Por ultimo, es importante recordar que para un vector € R™ : xf < ||z|| para todo j € [n].
Ahora si, podemos calcular la desigualdad.

M| =

IA
N
)
<
R

IA
NE
=
B
=
I
NE

aiy - [l = 1M1 - |||

2.2.1 Criterios de Diferenciabilidad

Como ya hemos visto a partir de los ejemplos desarrollados en la secciéon anterior, en general, demostrar
diferenciabilidad de una funcion es dificil. Por ende, se vuelve deseable contar con algunas herramientas
que permitan discernir, sin la necesidad de verificar la Ecuacion (2.4), si la funcion que estamos
estudiando se trata o no, de una funcién diferenciable.

Teorema 2.2.6 (Primer Criterio de Diferenciabilidad). Sea f: Q CR™ — R™ una funcion y xg € €2,
tales que se verifica

1. Eziste un conjunto abierto A C Q, con xq € A, tal que para todo © € A, todas las derivadas
parciales de f existen.
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2. Para todo i € [m] y j € [n], la funcion

8fz A= R™
31']‘
es continua en xg.
Entonces, f es diferenciable en xg.
Demostracion. Esta demostracion sera desarrollada en detalle para el caso n = 2, luego el mismo
esquema de demostracion sera utilizado para una demostraciéon en el caso general.
Caso n = 2.

» Comencemos con m = 1. Sea f: Q CR? - Ry (x0,90) € Q.

= Queremos demostrar que f es diferenciable en (g, yo) usando la continuidad de las derivadas parciales
en (7o, Yo)-

= Sea e > 0.

= Por continuidad, existen &1, s > 0 tales que

af af
_ < — - <
o) = )l <01 = |5 o) = S anm)| < (25)
0 0
o) = )l <32 = |5 o) = o) < (2.6
= Tomemos § = min{d1,d82} y h = (hy,h2) € R? tal que ||| < 4.
» Estudiemos el namerador de la ecuacion (2.4).
f(xo + h1,y0 + h2) — f(z0,90) — Df(wo0,90) - (h1, h2)
0 0
=f(zo + h1,y0 + h2) — f(z0,%0) — %(xo,yo) ~h1— %(fo»yo) “he
of af
=f(xo + h1,y0 + h2) + f(zo, 90 + h2) — f(20,y0 + h2) — f(z0,%0) — %(ﬂfovyo)hl - a*y(lﬂoa Yo)ho

= f(xo + h1,y0 + h2) — f(xo0, yo + h2) *%(%Jlo)hl + f(zo,y0 + h2) — f(x0,y0) *%(Io,yo)hz-

1) (2

(1) Dejando yg + hs fijos, definamos g; : [0, k1] — R dada por
g1(t) = f(wo +t,y0 + ha).

Tenemos que g; es continua y diferenciable, con derivada:

dgy (t af
91(t) = 7cllt( ) = %(950 +t,y0 + h2)

Ahora podemos aplicar el Teorema del Valor Medio (TVM), por lo que existe ¢; € [0, k1] tal que

e

f(xo + hi,y0 + h2) — f(xo,y0 + ha)
ha

0
— £($0+01;y0+h2) =

0
= / xo + c1,y0 + ha) - hi = f(xo + h1,yo + h2) — f(20,y0 + ha).
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(2) De forma analoga, dejando z fijo, definamos g2 : [0, ho] — R dada por

g2(t) = f(zo,y0 +1).

Como g, es continua y diferenciable podemos aplicar TVM, por lo que existe ¢5 € [0, ho] tal que

ha) — g2(0 0
ga(c2) = %292() g %(xo,yo +¢2) - ha = f(wo,y0 + h2) — f(z0,Yo)-
» Reemplazando (1) y (2) y recordando que podemos acotar |h;| < |||, desarrollemos la ecuacion
(2.4)
/(o + ) — f(xo) — Df(xo)h]
([l
_ S (@o+h1,y0 + he) — fxo,40) — Df (20, 50) (b, ha)
2]
B %(350 +c1,90 + ha)hy — %(Jﬁoyyo)hl + %(33073/0 + c2)ha — %(xo,yo)@‘
il

_ [+ enpo+ b~ B iwo, o)+ 5 o, wo + )l — 8L (o, yo )l
_|of of of of
= o (zo +c1,90 + ho2) O (20, Y0) + oy (20, Yo + c2) y (0, %0)

of of of of
< ZJ _ L S _ L
< 9 (zo +c1,90 + ho2) 9 (zo,90)| + 3y (20, Yo + ¢2) By (0, Y0)
< e+4¢

= 2e.

La ultima desigualdad se obtiene por la continuidad de las derivadas parciales, como establecido
en (2.5) y (2.6). Es importante, y queda propuesto al lector, verificar que se cumplen las hipotesis
de dichas ecuaciones.

= Finalmente, como ¢ es arbitrario, podemos concluir que

lim 1/ (zo + h) — f(wo) = Df(wo)hl| _
h—0 A

0,

por lo que f es diferenciable en (zq, yo).

= Para m > 1, se puede aplicar el resultado a cada una de sus funciones coordenadas. En virtud
del Teorema 1.5.5, esto es suficiente para probar la existencia y valor nulo de este limite.

Caso general.
= Comencemos con m=1. Sea f: Q CR” - Ry zy € Q.

= Queremos demostrar que f es diferenciable en zy usando la continuidad de las derivadas parciales
en x.

= Sea e > 0.
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= Por continuidad, podemos elegir § > 0 suficientemente pequetio tal que Vh € R™ con ||h|| < ¢:

of of

Vi€ [n] : (xo+ h) — (zo)| <e. (2.7)

» Tomemos h € R™ tal que ||h|| < 0. Para facilitar la notacién definamos para i € [n] el vector
¢i(h) = (h1,...,hi,0,...,0), donde ademas sera ¢g(h) =0 € R™.

= Usando suma telescépica podemos escribir:

f(xo +h) — f(x0)
f(zo + én(h)) — f(zo + ¢o(h))

n

> f@o + ¢i(h) = fwo+ di1(h)
i=1

= Se puede aplicar TVM a cada elemento de la suma, pues representa “movimiento” en una sola
dimension. Entonces para cada i € [n], J¢; € [xo + ¢pi—1(h), o + ¢;(h)] tal que
of _of

%(ci) “(¢i(h) = ¢pi—1(h)) = B, (¢i)hi.

J(xo+ ¢i(h)) — f(wo + ¢i—1(h)) =

= Ahora, buscando acotar y usando los puntos anteriores, desarrollemos la ecuacion (2.4).

1/ (zo + h) = f(wo) = Df (o)l

1Al
Fl@o+h) = f(wo) = Sy 2L (wo)hs
B 1Al
Sy f@o + ¢i(h) = fwo + dim1(h) — 5L (wo)hs
- Il
Yoy 2L (ei)hi — S (wo)hs
B I
Sy [FE(ci)hi — 5 (xo)h
<
= 17l
_ S| - Feo|
- ol
= 3|50~ o0
< zn:s
=1
= n-e&.

La tltima desigualdad se obtiene por la continuidad de las derivadas parciales, como establecido
en (2.7) (verificando que ||¢; — xo|| < ||(zo + h) — xo|| = ||h|| < 6 para cada i € [n]).

= Finalmente, como ¢ es arbitrario, podemos concluir que

lim 1f (@0 +h) — f(wo) = Df(zo)hll _
h—0 |2l

0,
por lo que f es diferenciable en (zg, yo).
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= Para m > 1, se puede aplicar el resultado a cada una de sus funciones coordenadas. En virtud
del Teorema 1.5.5, esto es suficiente para probar la existencia y valor nulo de este limite.

O
Ejemplo 2.2.7. Usando el teorema anterior, podemos mostrar directamente que la funciéon
Ty
ran=(2)
es diferenciable en todo R?. Para ello, basta con notar que
_| Y T
y dado que todas sus componentes son continuas en R?, deducimos el resultado. O

Atenciéon

El teorema anterior sirve cuando las derivadas parciales existen en todo punto. Por ende, surge
una pregunta natural: jqué pasa cuando la matriz jacobiana no existe en algin punto?

Estudiemos esta pregunta, analizando la funcién
(2,9) 242 sia?+y?<1
x? = . )
Ak 1 siz?+y?>1
cuyo grafico estd dado por lo mostrado en la Figura (2.4).

Consideremos los conjuntos
= Ay = B(0,1),
= Ay =R2\ B(0,1),y
= A3 = B(0,1)\ B(0,1).

Notemos que en Aj, las derivadas parciales son continuas:

dg B dg B
a(%y) =2z y By (z,y) = 2y.

Por lo tanto g es diferenciable en todo punto de A; aunque no sea diferenciable en la frontera
(que corresponde al conjunto As).

Por lo demas, las derivadas parciales en As también son continuas —al ser constantes igual a
cero— por lo que g también es diferenciable en As.

Por otra parte, aprovechando lo que ya sabemos sobre algebra de matrices jacobianas, podemos obtener
un segundo criterio para estudiar diferenciabilidad: cuando sepamos de antemano que una o mas
funciones son diferenciables, entonces las operaciones béasicas entre ellas también lo seran.

Teorema 2.2.8 (Segundo Criterio de Diferenciabilidad). Sean f,g: Q C R™ — R™ dos funciones y
xg € Q tal que f y g son diferenciables en xy. Entonces:

1. f+ g es diferenciable en xq.
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Figura 2.4: Grafico de g(z,y).

2. Para todo A € R, (Af) es diferenciable en xq.

8. Sim=1, f-g es diferenciable en x.

4. Sim=1y1/f estd bien definida en un abierto A, 1/f es diferenciable en xg.
Demostracion. Demostramos cada apartado por separado. La idea cada vez es la misma:

= Escribir la Ecuacién de la Derivada (2.4).

= Utilizar algebra de Jacobianos (Teorema 2.1.8) para que aparezcan los Jacobianos de f y/o g.

= “Armar” la Ecuacién (2.4) para f y/o g.

= Utilizar que f y g son diferenciables para que ese término tienda a cero.

= Analizar el resto de términos que queden.

1. Diferenciabilidad de la suma. Usando el esquema de demostracién anterior tenemos que:

I(f +9)(@o +h) = (f + g)(z0) = D(f + g) (o)

_ G+ 9)@e+h) - (f Ji;l)'(mo) — Df(xo)h — Dg(xo)h]|
_ ot h) +g(wo+h) - %m — 9(x0) = Df(zo)h — Dg(xo)h||
[ (f(zo + 1) = f(zo) = Df(wo)/?)”Jr (9(xo + h) = g(w0) — Dg(xo)h) ||
I[f(zo + h) = f(zo) = Df(wo)hllnfllg(% +h) = g(zo) = Dg(wo)hl
B Il 15|
=0 =0

— 0.

Como se cumple que el limite es cero en la Ecuacion (2.4), queda demostrado que f + g es
diferenciable en xg.
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2. Diferenciabilidad de la ponderacién. Usando el esquema de demostracién anterior tenemos que:

[Af) (o + h) = (Af)(x0) = DAAS)(wo)h]
[(Af) (o +h) — (/\%L'(xo) — A Df(xo)h]|
[A- f(zo +h) = A ~|J]Z(on) — A~ Df(xo)h]]
S (o +h) - J|”|||(:x||i|)) — Df(zo)h|l

—0

Al

— 0.

Como se cumple que el limite es cero en la Ecuacion (2.4), queda demostrado que Af es diferen-
ciable en zg.

3. Diferenciabilidad de la multiplicacion (m = 1). Usaremos el mismo esquema de demostracion,
pero al ser mas largo iremos analizando la ecuacién por partes.

= Comenzamos igual:

I(f - 9)(wo +h) = (f - 9)(z0) = D(f - g) (o)

il
_ | -g)@o+h) = (f - 9)(x0) — g(w0) Df (wo)h — f(0) Dg(wo)h|
7]
_ @+ h)g(xo +h) — f(x0)g(o) — g(o)DE(x0)h — f(20) Dg(x0)h]
[I7]

= Identificando el Jacobiano de f, vemos primero que estd acompanado de g(xg). También
vemos que g(zp) acompaina a f(zg), entonces juntamos los elementos que nos permiten
construir la ecuaciéon para f y agregamos los necesarios (“ni quita ni pone”).

|f(zo + h)g(wo + ) = f(w0)g(z0) — g(w0) D f(w0)h — f(20) Dg(x0)h|
Al
|f(xo + h)g(wo + h) — f(x0)g(x0) — g(x0) D f(20)h — f(20)Dg(x0)h+f(x0 + h)g(x0) — f(x0 + h)g(x0)|
Al
|f(zo + h)g(wo) — f(wo)g(x0) — g(@0) D f(w0)h + f(x0 + h)g(m0 + h) — f(w0 + h)g(20) — f(20)Dg(0)h|

121

|f(xo + h) — f(xo) — Df(zo)h| |f(zo+ h)g(xo + h) — f(zo + h)g(xo) — f(xo)Dg(xo)h]|
| Tl * Tl

(1)—0 (2)

N

< |g(zo)

= En (1) logramos construir la Ecuacion (2.4) para f, que sabemos tiende a cero por ser f
diferenciable. El limite sigue siendo cero al multiplicar por |g(zo)| al ser un valor fijo.

= Ahora necesitamos ver que (2) también tiende a cero. Para esto tratamos de construir la
Ecuacion (2.4) para g y nos vamos a centrar en los elementos que tienen f(zo + h) como
término comun.

I Notemos que para el caso de f construimos la Ecuacién (2.4) a partir del Jacobiano de f, mientras que para g no.
Esto es porque para usar f(zg)Dg(xo)h tendriamos que agregar dos términos por “ni quita ni pone”, mientras que hacer
aparecer f(zo + h)Dg(xzo)h requiere sélo un paso.
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|f(xo + h)g(xo + h) — f(xo + h)g(xo) — f(x0)Dg(x0)h|

(2) =
(7]
_ [fwo+h)g(xo + h) — fwo + h)g(wo)—f(x0 + h)Dg(x0)h + f(x0 + h)Dg(x0)h — f(z0) Dg(x0)h|
172
(3)—=0 (4)

= En (3) tenemos |f(zo + h)| que converge a |f(zg)| por continuidad de f. También tenemos
la Ecuacién (2.4) para g, que sabemos tiende a cero por ser g diferenciable. Por lo tanto, el
limite cuando h — 0 es |f(xo)|- 0 = 0.

= Finalmente necesitamos que (4) también converja a cero, para esto vamos a usar el Le-
ma 2.2.5 para | Dg(xo)h| < [|Dg(xo)]l - [|A]-

IRl

[1Dg(xo)|l -

< |f(wo+h) — f(wo)] W

= |f(zo +h) — f(zo)|[[Dg(wo)||

—0

(4) = |f(zo+h)— f(zo0)

= El limite de (4) tiende a cero por continuidad de f, que se mantiene al ser multiplicado por
un valor constante. Con esto podemos concluir que el limite es cero en la Ecuacion (2.4) y
queda demostrado que f - g es diferenciable en x.

4. Diferenciabilidad de la inversa (m = 1).

= Para facilitar el calculo, estudiamos primero el namerador de la Ecuacion (2.4):

(1/f)(@o +h) = (1/f)(xo) — D(1/f)(w0)h
= (1/f)(@wo +h) = (1/f)(x0) + Df(x0)/f*(wo)h
_ 1 _ 1 + D (.lio)h

flxo+h)  f(zo) f?(20)
f(zo) = f(xo + h) + D f(zo)h
f(xo) f(xo + h) f*(wo)
f(zo) — f(zo + h)+Df(x0)h — Df(xg)h = Df(zo)h

f(xo) f(zo + h) f2(zo)
_ [flzo) = flxo+h) + Df(xo)h  Df(xo)h n D f(zo)h
f(@o) f(zo + h) f(@o)f(zo+h)  f*(wo)
__ J@o+h) = f(wo) — Df(xo)h V- L 1
B f(xo) f(xo+h) Do)k (fZ(xo) f(xo) f(zo +h))
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= Reemplazando (x) en la Ecuacion (2.4) completa, obtenemos:

[/ f) (o + h) = (1/f)(wo) = DA/ f)(xo)h]l
il

_ f(moth)—f(z0) =D f(zo)h 1 1
Tea otk +Df(o)h (fQ(a:o) f(wo)f(:vo+h)>‘

[[72]
< 1 |f(@o +h) — f(wo) — Df(xo)h| L |Df(wo)h| ‘( o 1 )‘
~ |f(o)f(zo + D)l 17| gl f2(xo)  f(o)f(zo+h)
(1) (2)
= Para (1) tenemos que |f(zo)f1(xo+h)\ — |f2(m0)‘ porque 5 (z) esté bien definida en un abierto

A con zy € A. También tenemos la Ecuacion (2.4) para f, que sabemos tiende a cero porque
f es diferenciable. Por lo tanto, el limite cuando h — 0 es m -0=0.

= Ahora necesitamos ver si (2) también converge a cero. Para esto utilizaremos el Lema 2.2.5
para |D f(wo)h| < |[Df(xo)l| - [[7]-

| Df( $0)|W

&= P (76 - s )|
‘(fQ )f(lxo+h)>‘
1

||Df<wo - ](fz(wo e )f(lonrh))’

—0

= El limite de (2) tiende a cero por continuidad de f, que se mantiene al ser multiplicado por
un valor constante. Con esto podemos concluir que el limite es cero en la Ecuaciéon (2.4) y
queda demostrado que % es diferenciable en z.

O

Finalmente, un tercer criterio de diferenciabilidad, heredado de la caracterizacién de limites de varias
variables demostrada en el Teorema (1.5.5), corresponde al siguiente.

Teorema 2.2.9 (Tercer Criterio de Diferenciabilidad). Sea f: Q CR™ — R™ y xy € Q. Entonces,
f es diferenciable en xy <= Vi € {1,...,m} f; es diferenciable en x,

donde f; : Q@ — R es la i—ésima funcion componente de f.
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Atencién

Para demostrar que una funcién f : Q C R™ — R™ no es diferenciable, por el momento sélo
tenemos las siguientes opciones.

= Probar que D f(z() no existe.

= Encontrar una sucesiéon hi — 0 tal que

- llolhw)]
lim ——— 0.
A TR 7

Los tres criterios de diferenciabilidad enunciados hasta aqui, no permiten demostrar que
una funcién no sea diferenciable. S6lo permiten concluir que si lo son, tal como sus nombres
lo indican. Por ejemplo, la funcién

(22 + y?) sen <\/13Ty2> si (z,y) # (0,0)
f@,y) =

0 si (z,y) = (0,0)

es diferenciable en (0,0), a pesar de que sus derivadas parciales no son continuas en ese punto.

A pesar de lo mencionado en el recuadro anterior respecto de los criterios estudiados hasta aqui, es
posible contar con un criterio de “no-diferenciabilidad”, que surge a partir del siguiente resultado.

Teorema 2.2.10. Sea f: Q CR™ - R™ yxg € Q. Si f es diferenciable en xg, entonces sus derivadas

direccionales cumplen que
Yo € R",  f'(z0;v) = Df(wo)v.

Demostracion. Como sabemos que f es diferenciable en z(, tenemos

lm |.f(zo +h) — f(zo) — Df(xo)hl| —0
h—0 17l

Por ende, tomando una sucesiéon cualquiera hi — 0, el limite debe ser el mismo. Elegimos para
v € R™\ {0} la sucesion dada por
hy, = vtg,

donde (tx)reny C R es una sucesion cualquiera, con ¢ — 0 cuando k — co. Reemplazando, obtenemos

L G0+ vta) = f(0) = Df(wo)otal] _

pim [otel 0
s lim Mot vte) — flzo) — teDf(o)vll _
ko0 [[v]l[tx]
— kﬁm If(xo + vig) — f|£l‘|0) — 13D f(wo)v|| —0
—00 k
— kh/m Hf(x0+vttk)f(x0) 7Df($0)v =0
—00 k
— klim f(xo + Ul;k) - f(a:O) — Df(xo)v
—00 k

Como tj, es una sucesion arbitraria, concluimos que f'(zg;v) = D f(x0)v, usando la Definicion (2.1.2).
O
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La contrarreciproca del teorema anterior, nos permite contar con el siguiente resultado, que vale como
criterio para determinar si una funcién es o no diferenciable.

Corolario 2.2.11 (Criterio de no-Diferenciabilidad). Sea f : @ C R — R™ y zy € Q. Si existe
v € R™\ {0} tal que
1/ (xg,v) no exista, o bien f'(xg;v) # Df(xo)v,

entonces f no es diferenciable en xg.

2.3 Vector Gradiente y Plano Tangente

Consideremos el caso en que estudiamos f : 2 C R™ — R, con 2 un conjunto abierto. Cuando f es
diferenciable en xg € €2, su derivada corresponde a una matriz de 1 X n, que se puede identificar con
un vector. De esto, surge la siguiente definicion.

Definiciéon 2.3.1 (Vector Gradiente). Sea f : Q@ C R™ — R wuna funcion diferenciable en xq € Q.
Definimos su gradiente como el vector dado por

Vf(zo) = Df(z0) ",
vale decir, como aquel obtenido al trasponer el jacobiano de la funcion.
El vector gradiente cumple una importante propiedad, que demostramos a continuacién.

Proposicion 2.3.2. Sea f: Q C R" — R una funcion diferenciable en xo € Q. Entonces, %ﬁg;”

corresponde al vector unitario que mazimiza la derivada direccional de f en xg, es decir,
V(o)
max f'(z0;v) = f' <xo YJ%0)
loll=1" IV f (o)l
A esto llamamos que V f(xq) es la direccion de mdximo crecimiento de f en xg.

Demostracion. Lo primero es entender que f'(zg,v) representa el crecimiento o decrecimiente (segtin
su signo) de f en xz segin la direcciéon v. Es por linealidad que solo se consideran los vectores v
unitarios, es decir, tal que ||v|| = 1.

Sea v € R™ tal que ||v|| = 1. En virtud del Teorema 2.2.10, sabemos que
f'(wo;v) = Df(wo)v = (V f(x0),v),
y por Cauchy-Schwarz,
fl(@osv) < |f' (o3 v)| < VS (@o)llllvll = IV f (o)l = M.

En este punto hemos demostrado que f’(xg,v) esta acotado por M para cualquier vector unitario v.
El objetivo ahora es demostrar que esa cota se alcanza en la direccion de V f(z), para esto vamos a
elegir el vector unitario:

A C)

IV f (o)l

para notar que
Vf(zo) 1 IV f(z0)|?
f'x;e—<Vf:c, = Vi(xo),Vf(zo)) = 7= = ||V f(zo)|| = M.
(@0:€) =\ 7o) ) = WG R V) = gy = IV 0
En resumen, hemos probado que para todo vector unitario,
f'(@o;v) < f'(xose),

expresion que demuestra lo buscado. O
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En la Figura 2.5 se representa la proposicién anterior: de todos los vectores del ciculo unitario centrado

en zg (ciruclo cyan), ”gﬁf(;g;” es la direccién que maximiza la magnitud de los vectores del circulo

magenta, que son las derivadas direccionales para esos vectores. Mas de este mismo ejemplo se puede
explorar desde este applet de Geogebra.

R 7
ARG L1

AW
A

AN
N
AN 7
o,o,l,,/l/////;;//
NN SO0 000 0 0y g 1117
RS G 0000, 205, 1111777
N XSS SKSRXX R 77774
NIRRT 2

\*\\\ S deesons
%

Figura 2.5: Interpretacion grafica de V f(x) y la direccion de méximo crecimiento para f.

Dado que estamos dando sentido geométrico a las nociones que estamos estudiando, miremos una
nueva a continuacion. Si tomamos f : Q C R? — R, recordemos que cerca de un punto (xg,%o) € 2, es
posible decir que

f(z,y) ~ f(xo,y0) + (Vf(20,%0), ( — 0,y — Yo))-

Es razonable pensar entonces, que al graficar la funcién f y de su aproximacion, los grafos de ambas
expresiones sean similares. Eso es lo que motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.3.3 (Plano Tangente). Sea f: Q CR" - R y xzo € Q tal que f es diferenciable en este
punto. Definimos su plano tangente H C R dado por la expresion

Tpy1 = f(wo) +(Vf(z0), — 20).

2.4 Regla de la Cadena y Teorema del Valor Medio

En este punto de los contenidos, demostramos un resultado pendiente: la diferenciabilidad de la
composicion de funciones, conocida como la regla de la cadena.

Teorema 2.4.1 (Regla de la Cadena). Sean f: Q CR™ - R™ y g: A CR™ — RP dos funciones,
con Q y A abiertos, y sea xg € Q tales que

- @ CA
= [ es diferenciable en xg.
= g es diferenciable en f(xo).

Entonces, la composicion go f : Q — RP es diferenciable, y mds ain,

D(go f)(zo) = Dg(f (o)) - Df (o).
Demostracion. Para demostrar lo pedido, debemos verificar que se cumple

o 0.0 Do + 1) = (9.0 1)(wo) = Dy(f(wo) - DFo)hl] _

Jimny T 0-
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Para facilitar la escritura, denotemos

k(h) = f(xo+h) = f(zo), yo = f(zo), o(h)=(gof)(xo+h)—(g0f)(xo)—Dg(f(x0))-Df(xo)h.

Como f es diferenciable, en particular es continua, por lo que k(h) — 0 cuando h — 0. Reajustando
términos en el numerador, observamos que

o[l _ llg(f (zo + h)) — 9(f(x0)) — Dg(f(x0)) - Df (o)Al

" _ Ng(f(xo + h) — f(=0) +”J}“L(”xo)) —9(f(x0)) = Dg(f (o)) - (Df(wo)h — k(h) + k(h))]|
_ llg(yo + Ek(h)) — g(yo) — Dg(yo)k(h) + ll'gg!uo)(k(h) — Df(@o)h)
< llgtyo + k(h) — 9(yo) — Dg(yoy:(llh)l + 1Dg (o) lll.f (o + k) — f(x0) — Df (o)Al
_ Nlg(yo + k(h)) — 9(yo) — Dg(yo)k(h)|| +”hl|?g(yo)|| 1f (o + h) — f(wo) — Df(wo)hl|

7] 7]
(1) 2)

Por un lado, tenemos que (2) converge a cero por diferenciabilidad de f. Por lo tanto, solo debemos
estudiar (1). Usaremos el Teorema de limite por partes (ver Teorema 1.5.9), tomando A4; := {h :
k(h) =0} y Ay = {h : k(h) # 0}. Sea entonces (h;);en una sucesiéon con h; — 0:

= Caso 1: Si (hj) C Ay, entonces (1) =0, y por lo tanto converge a 0 de forma trivial.
= Caso 2: Si (h;) C As, entonces k(h;) # 0. Mas atn,
[EChi) || = [1f (o + hy) = f(zo)ll < [1f (@0 + hy) = f(wo) = Df(zo)hsll + [ D f (o)ll[| ]
Usando esto, podemos escribir

(1) = lotwo + k() = (o) = Dg(yo)k(hy)|

]
 llglwo + k() — g(uo) — Do)kl (k)]
k()] ]
_ lg(wo + k(1s)) — g(u0) — Dy(g)bi(hy)] <|f<xo +hy)— Flao) — Df(xo)h, | + Df(xo)llllhjll)
< k()] ol
_Nlg(yo +k(hy)) — g(yo) — Dg(yo)k(hy)|| (11f(xo + hy) — f(x0) — D f(x0)hy]] . j—o0
- k(i) ( o] TP 0)”) 0
—0 —0+||D f(zo)l|

Donde en el primer limite se usé que g es diferenciable en yo y que k(h;) — 0, mientras que en
el segundo limite se us6 la diferenciabilidad de f.

Independiente del caso, tenemos que (1) — 0 cuando 5 — oo. Por lo tanto, concluimos que (1) — 0
como funcién cuando h — 0. Se tiene entonces que

ol _
Tl =

(1) +(2) =0,

lo que concluye la demostracion. O

El teorema recién demostrado, permite obtener un corolario respecto a las derivadas parciales de una
composicion de funciones, analizando las componentes de la multiplicacion de jacobianos del resultado.
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Corolario 2.4.2 (Regla de la Cadena para Derivadas Parciales). Sean f,g como las del Teorema
(2.4.1), donde f(x) = (f1(x),..., fm(x)). Entonces, para

h=g(fi(z),..., fm(2)),

tenemos

i, ) =2 U@ 3 )

Terminamos esta seccién, demostrando un resultado teérico muy relevante para usar de forma auxiliar,
desarrollando otros teoremas mas adelante.

Teorema 2.4.3 (Teorema del Valor Medio). Sea f : @ C R™ — R una funcion diferenciable sobre
todo . Sean x,y € Q tales que el segmento entre ellos estd contenido en 2, vale decir

[,y ={z€R" : z=z+ Ay —=x), A€][0,1]} C Q.
Entonces, existe c € (0,1) tal que
fly) = f(2) =(V[(z +cly — ),y — ).
Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : [0,1] — R dada por
p(t) = fz +t(y — 2)),
que cumple las hipdtesis para poder aplicar el TVM en R. En consecuencia, existe ¢ € (0,1) tal que
p(1) = (0) = ¢'(c) = Df(x + c(y — x))(y — ),

donde el calculo de ¢’(c) se obtiene por regla de la cadena. Finalmente, notando que (1) = f(y) y
»(0) = f(x), se concluye lo buscado. O

2.5 Derivadas de Orden Superior

Consideremos una funcién f : @ C R® — R™ tal que todas sus derivadas parciales existen y son

continuas en 2. Entonces, para todo ¢ € {1,...,m} y todo j € {1,...,n} la funcién
dfi
—f QCR" =R
8.Ij

podria ser también diferenciable, o al menos tener derivadas parciales. Este simple hecho, motiva la
siguiente definicion.

Definicién 2.5.1 (Derivadas Parciales de Segundo Orden). Cuando la funcion 2L tiene derivada

61j

parcial con respecto a xy, en un punto xg, la anotamos como

> fi 0 [(0f
8mk8xj (xo) = 87:1% (8xj> (ﬂfo)-

En el caso particular que k = j, anotamos

0% f; 0 af;
g (20) = or; (ai:) (o).

J
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En lo que sigue, nos concentraremos en el caso m = 1, pues el caso general es idéntico considerando
las funciones coordenadas f1, fo,..., fm : Q2 = R. Si f: Q CR"™ — R es una funcion tal que todas sus
derivadas parciales existen y son continuas en §2, el vector gradiente de f es, en si mismo, una funcion
continua de R™ a R", dada por

Vi:R" - R"
oL (x)
x> Vf(z)=
gi(x)

Por lo tanto, podemos estudiar su diferenciabilidad.

Definiciéon 2.5.2 (Matriz Hessiana). Sea f : Q@ C R™ — R una funcion tal que todas sus derivadas
parciales existen y son continuas en €, y sea xg € 2. Definimos, cuando existe, la matriz Hessiana de
f en xg como el Jacobiano de Vf en xg, esto es

*f d*f o2 f
gt (@) gogm (@) o gde(20)
o’ f (z 3*f o2 f
) ) o g
D2 f(xg) = D(Vf) (o) = | 77" o} P
o® 9?2 52
awlafﬂin (1‘0) &rzafz" (l‘o) T C')wép (1‘0)

Ejemplo 2.5.3. Para f: R? — R dada por
f(z,y) = zsin(y) 4y cos(z),
su matriz hessiana esta dada por

—y cos(x) cos(y) — sin(z)

2 —
D f(z,y) = cos(y) —sin(z)  —wsin(y)

En el ejemplo anterior, es posible observar que

0% f
Oxdy

(x,y) = cos(y) — sin(z) = ;ygx (x,y).

Este hecho, que parece ser fortuito, no es tan asi; gracias al siguiente resultado.
Teorema 2.5.4 (Teorema de Schwartz). Sea f: Q2 CR™ = R y zo € R” tal que:
1. Todas las derivadas parciales de f existen y son continuas en Q.
2. Todas las derivadas parciales (;)Tfj : 0 — R son diferenciables en €.
3. Todas las derivadas parciales de sequndo orden son continuas en xg.

Entonces, para todo i,7 € {1,...,n},

L oy = - ()
8xi6xj 0 8.13]8$Z 0/
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Demostracion. Siguiendo una estructura de demostracion similar al del Teorema (?7?); asumamos n = 2
y m = 1 para comenzar. Consideremos la cantidad

o(hi,h2) = f(wo + h1,y0 + ha) — f(zo + h1,%0) — f(x0, %0 + h2) + f(20,%0)-

Si fijamos he € R y definimos la funcion

©(t) = [f(zo +t,y0 + ha) — f(zo,y0 + ha)] — [f(zo +t,90) — f(20,%0)],

podemos aplicar el TVM para concluir que existe t; € (0, hy) tal que

@(h1) = (0) = ¢'(t1)h1,

lo que, reemplazando por lo que corresponde, implica que

0 0
o(hi,h2) = by afi(ﬂco +t1,y0 + ha) — %(xo +t1,90)

Si usamos ahora el TVM para la funcion

o) = L wot 90+ - Lwo t 11,30,

encontraremos to € (0, ha) tal que
2

0 0
af(fo +t1,10) = 7f(l’o + 11,90 + t2)ho.

0
ff($0+t1,y0+t2)—fx Dy

ox

En consecuencia, tomando (h1, h2) — (0,0), concluimos que

. O(hl, hg) 82f
lim =
(h1,h2)—(0,0)  hiha Oyox

(3507?}0)-

Si hacemos lo mismo, pero fijando primero hy y luego ho, concluimos que

, o(hy, h2) O*f
lim =
(h1,h2)—(0,0)  hiha 0xdy

(:L'O7y0)7

y por unicidad del limite, se concluye lo deseado. En el caso de n > 2 la demostracion es la misma, pues
las inicas variables que se mueven en el caso general son x; y o, por lo que se replica el desarrollo aqui
planteado. Finalmente, para m > 1, el desarrollo se replica coordenada a coordenada para concluir. [

Definicién 2.5.5 (Funciones de Clase C*). Una funcion f: Q CR" — R se dice:
1. De clase C* si todas sus derivadas parciales (de primer orden) existen y son continuas en €.

2. De clase C* si es de clase C*~1 y todas sus derivadas parciales de orden k existen y son continuas
en €.

Con esta definicién, podemos escribir un corolario del teorema anterior.

Corolario 2.5.6. Sea f : Q@ C R® — R una funcién de clase C>. Entonces, para todo x € Q, el
Hessiano de f en x, D*f(x) es una matriz simétrica.
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2.5.1 Aproximaciones de Taylor

Cuando una funcién f : @ € R” — R es de clase C?, es posible aproximarla de mejor forma que s6lo
linealmente, usando los siguientes resultados (por ahora, sin demostracion).

Teorema 2.5.7 (Taylor de Segundo Orden, Primera Version). Sea f : Q@ C R™ — R una funcion de
clase C2, y x¢ € Q. Entonces,

F(o + ) = Fwo) + Df(zo)h -+ 5h"D* (o) + ol ),
donde el error o(||h]|?) verifica

lo(lI2]1)]

—0
s

cuando h — 0.

Teorema 2.5.8 (Taylor de Segundo Orden, Segunda Version). Sea f : Q C R™ — R una funcidén de
clase C?, y x¢ € Q. Entonces, existe z € (xg, w0 + h) tal que

flxo+ h) = f(xo) + Df(zo)h + %hTDQf(z)h.

Estos teoremas, seran utilizados en demostraciones importantes del préximo capitulo del presente
apunte.

2.6 Seleccion de Problemas

1. Encuentre la matriz jacobiana de la funcion f : R? — R3 dada por
f(z,y) = (ze?, 2° +ycos(z +y), tan(zy))

2. Supongamos que estamos sobre el punto (3, —5,89) en un cerro cuya superficie esta dada por la
ecuacion
z =83 — x? — 6y — 3y°.

Consideremos que en el eje Y apuntamos hacia arriba el norte, en el eje X apuntamos hacia la
derecha el este y la distancia se mide en metros.

a) Si nos movemos hacia el sur, jsubimos o bajamos?, jcon qué rapidez?
b) ;En qué direccion esté el descenso méas rapido?

¢) (En qué direcciones no hay ascenso ni descenso?
3. Considere la funcién f : R? — R dada por

2T

(zy)* cos (M) si (z,y) # (0,0) .
0 si (w,y) = (0,0)

f(x,y) =

a) Muestre que si a > 0, entonces f es continua en todo R2.

b) Muestre que si @ < 0, entonces f no es continua en el origen.
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¢) Muestre que las derivadas direccionales de f en (0,0) existen para todo a > %, y ademas

of _of _
5.(0:0) = a—y(ao) = 0.

d) Muestre que la funcion f es diferenciable en (0,0), para todo « > %

4. Sea f : R? — R definida por

sen(\/m) )
fan =" Jotye si (z,y) # (0,0)

« si (may) = (030)

a) Encuentre el valor de a € R que hace que f sea una funcion continua.
b) Calcule las derivadas parciales de f para (z,y) # (0,0).
¢) Calcule las derivadas parciales de f para (z,y) = (0,0).

5. Considere la funcién dada por

In(1+22+9y2)+2>+9y3 |
0,0
f(x,y) _ 1'2 +y2 S1 (-’I/',y) 7& ( ’ )

a si (z,y) = (0,0)

a) Encuentre el valor de o para que f sea una funcién continua en todo R2.
b) Calcule las derivadas parciales de f para (z,y) # (0,0).
¢) Calcule las derivadas parciales de f para (z,y) = (0,0).
6. En economia, se dice que dos bienes son sustitutos si la demanda ¢; del primero crece cuando el

precio po del segundo crece y si la demanda gs del segundo crece cuando el precio p; del primero
crece.

a) {Qué ejemplo conoce de bienes sustitutos?
b) Si dos bienes son sustitutos, jqué condiciones deben cumplir las derivadas parciales

%y%?
dp2 © Op1

¢) Suponga que las funciones de demanda de dos bienes son

500
+50p2, g2 = 2000 — 100p; + ——.
p2+4

= 3000 +
o p1+3

. Son sustitutos estos bienes?

7. De forma opuesta a la descrita en la pregunta anterior, dos bienes se dicen complementarios si
la demanda ¢; del primero decrece cuando el precio ps del segundo crece y si la demanda ¢, del
segundo decrece cuando el precio p; del primero aumenta.

a) {Qué bienes complementarios conoce?

b) Si dos bienes son complementarios, jqué condiciones deben cumplir las derivadas parciales

%y%?
p2 * Op1
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¢) Suponga que las funciones de demanda de dos bienes son

00 500
q1 = 2000 + 5~ 50p2, g9 = 2000 — 100py + ———.
P1

p1+ +4
.Son sustitutos estos bienes?

8. Sea f : R3 — R? una funcién de clase C! y sea ¢ : R> = R? una funcién definida a partir de f,
como

9(u,v) = f(z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = f(cos(u) + sen(v), sen(u) + cos(v), €“7").
a) Demuestre que g también es de clase C!.
b) Usando la regla de la cadena para jacobianos, y sabiendo ademés que
1 3 4
calcule la matriz jacobiana Dg (g, g)

9. Encuentre el valor que debe tener A € R para que la matriz

x A
sea la matriz hessiana de una funcion f de clase C2. Luego, encuentre una funcién f tal que

D f(xz,y) = A(z,y).

10. Sea v : R? — R una funciéon que satisface la siguiente ecuacién en derivadas parciales
ou
ot

vélida para todo (z,y) € R%. Usando adecuadamente la regla de la cadena, encuentre una condi-

cion sobre f : R — R para que la funcién g definida por

g(t) = u(f(t),t)

(x,t) + u(x,t)%(x,t) =0,

sea constante como funcién de t.
Indicacién: Calcule la derivada de g con respecto a t, y use su resultado para concluir.

11. Considere dos funciones u(z,y) y v(x,y) de clase C2, tales que

Ou v ou ov

or Ay’ oy Oz
a) Muestre que u y v verifican
ou Fu_ o
ox2  oy? oz Oy?
b) Sea f:R? — R una funcién de clase C? tal que
02 0?
#r o
ou?  Ov?

Definimos g(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)), donde u y v son las funciones de la pregunta anterior.

Pruebe que g satisface
0% 0%g ou\? ou\ >
e+ === +({5) -
0x? = Oy? oz Ay



¢) Verdadero o Falso: En este contexto, si u(x,y) = 2®—3xy? y v(z, y) = 322y —y3, entonces

0?9 9% 2, 2
5+ 75 =9 +y7).
022 0y (= +y7)
Justifique su respuesta, con argumentos matematicos pertinentes.

12. Sea f(u,v) una funciéon dos veces diferenciable, definimos su laplaciano A f como la expresion

2 f

T ou?

(u,v) + ﬁ(u,v).

Af(u,v) 502

El objetivo de este problema, seréa estudiar el laplaciano de un tipo particular de funciones.

Sea f :R? — R una funcién de clase C?; y definamos a su vez las funciones

u(z,y) = e“cos(y) , wv(z,y) =e"sen(y) .

Definimos ademaés la funcién ¢ : R? — R dada por

g(x7y) = f(u(xvy)’v(xay))'

a) Pruebe que la funcion g cumple la ecuacion

P9 g o (0PF  OFY
ox?2 = Oy? ou? = ov?

b) Decimos que una funcion es armonica, si su laplaciano es igual a cero. Usando lo probado
en la pregunta anterior, muestre que si f es una funciéon armonica, entonces g también lo
es.

13. Considere la funcién
p(z,t) = Asen(x + ct) + B cos(z — ct),

donde A, B son constantes y ¢ > 0 representa la velocidad de la luz en el vacio. Muestre que ¢
cumple la ecuacion de ondas, dada por

P 0%

o ¢
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CAPITULO 3

Optimizacién en R"

3.1 Problemas de Optimizacién

Una de las aplicaciones més importantes del calculo diferencial es la optimizacion. Esta es la rama
de la matematica aplicada que estudia los procesos de decisién, y como tomar la mejor decision posible.
Todo problema de optimizacién cuenta con cuatro componentes:

1. Si es un problema de maximizacion o de minimizaciéon: La “mejor decision posible” puede
estar orientada a maximizar un beneficio, 0 a minimizar un costo.

2. Las variables: Esto corresponde a los elementos del problema que son controlados. En el contexto
de este curso, corresponde a un vector € R™. Lo que se decide es el valor del vector z.

3. La funcién objetivo: El concepto de “mejor decisién” se cuantifica a través de una funcion
f:R™ = R. Para x € R" fijjo, el valor f(x) se interpreta como el valor de la decisién. Cuando
el problema es de minimizacién, buscamos tomar la decision x* tal que f(z*) sea el menor valor
posible. Cuando el problema es de maximizacion, buscamos tomar la decision z* tal que f(z*)
sea el mayor valor posible.

4. Las restricciones: Normalmente, no podemos asignar cualquier valor (vectorial) a la variable z.
En cambio, debemos respetar que el valor que asignamos a x pertenezca a un conjunto X C R" de
valores admisibles. El conjunto X se conoce como conjunto factible. La restriccion corresponde
a respetar la inclusién z € X al momento de decidir el valor de la variable x. El conjunto factible
X se interpreta como lo “posible” en el problema de decision.

Una vez identificados estos cuatro elementos, la forma estandar de escribir el problema de optimizacion

asociado es:
min T max T
TER™ /(@) o bien, z€R (@) (3.1)
s.a. x€X. s.a. zeX.

El problema de la izquierda en (3.1) corresponde a un problema de minimizaciéon, mientras que el
problema de la derecha corresponde a un problema de maximizacién. El acréonimo s.a. significa sujeto
a,enfatizando las restricciones del problema. La descripcion de la nomenclatura formal esta dada en la
Figura 3.1.
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Parte superior: Problema de Minimizacién.
Parte Inferior: Variable x de dimensién n (omisible).

: Funcién Objetivo que
;Iél]}&r}rh f(x) depende de la variable.

Restricciones.

Sujeto a: Da inicio a las restricciones.

Figura 3.1: Esquema de problema de optimizaciéon

Nota: Problemas sin restricciones

Decimos que un problema de optimizacion es sin restricciones cuando el conjunto factible X
coincide con todo el espacio, es decir, X = R". En tal caso, escribimos simplemente

min f(x) o bien, méix f(z), (3.2)

segun corresponda.

En muchos casos, es posible omitir el subtexto “xz € R™” donde se establece la variable y la dimension.
Eso se hace si no hay confusion. Es decir, podemos seguir el siguiente esquema:

IHGI]IZRI}L f(fE) omitir dimension ngn f(LE) omitir variable min f(x) (33)
s.a. x € X. s.aa. zeX. s.aa. zeX.

La ultima consideracion que hay que tener en cuenta es que, en general, el conjunto factible X esta
dado por un conjunto de ecuaciones e inecuaciones. Es decir, en general

hi(x) =0,...,hy(x) =0
X = e R v ’ 3.4
donde hy,...,hy, ¥ g1,...,9q son funciones de R” en R. En estos casos, los problemas de optimizacién

suelen escribirse poniendo las ecuaciones e inecuaciones directamente. Es decir, seguimos el siguiente
esquema:

min - f(z)
hl(x) = 0,
min f((E) version expandida
1865” reX ) s.a hp(z) =0, (3:5)
o ‘ o gi(z) <0,
9q(x) <0
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Nota: Ecuaciones e inecuaciones vectoriales

Considerando las funciones vectoriales h : R” — RP dada por h(z) = (hi(z),..., hy(x)), ¥
c

g : R™ — R? dada por g(z) = (g1(x), ..., g4(x)), podemos reescribir (3.4) como

X:{xeR” ’;gi));g }

(3.6)

donde en este caso, la inecuacion g(z) < 0 se entiende como una inecuacion puntual (es decir,
g(x) < 0siy solo si todas sus coordenadas son menores o iguales a cero). Esta forma de escribir

nos permite usar una expansion parcial de los problemas de optimizacion.

{ min T

m]g,lz f(x) version expandida parcial rER™ f( )

xsea re X sa h(x) =0,
h ' o g(z) <O0.

(3.7)

Si bien la forma (3.5) es mucho méas comun al momento de escribir un problema de optimizacion

en la practica, la forma (3.7) es muy comun al momento de estudiar propiedades teoricas.

3.1.1 Algunos ejemplos

Antes de continuar, presentamos algunos ejemplos de problemas de optimizacion.

Ejemplo 3.1.1. Se desea encontrar el valor minimo de la funciéon f : R? — R dada por f(z,y) =

x2 + 3y2, en el conjunto
X ={(z,y) € R? |y = cos(x),z < 2}

El problema de optimizacién asociado se puede escribir como

min 2 + 3y?
Ty

s {y —cos(z) =0,

r < 2.

(3.8)

Si se desea encontrar el valor maximo de la funcion f : R* — R dada por f(z,y) = 23 —3x3+923— 27z,

en el conjunto

=] <1,
X = $€R4 1+ Tg = /T3 + 24,
x>0

El problema de optimizacién asociado se puede escribir como

méx 23 — 323 + 9r3 — 27wy

zER?
el < 1.

s.a. T1 + Ty = /T3 + 14,
x> 0.
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Atencién

En este capitulo escribimos que las restricciones fueran de la forma h(z) = 0 o g(x) < 0. Sin
embargo, todas las ecuaciones e inecuaciones se pueden reducir a esta forma. Concretamente:

= Una ecuacion de la forma a(x) = b(x) es equivalente a escribir a(x) — b(z) = 0.
= Una inecuacion de la forma a(z) < b(z) es equivalente a escribir a(x) — b(x) < 0.
= Una inecuacion de la forma c(z) > 0 es equivalente a escribir —¢(z) < 0.

Por lo tanto, admitiremos cualquier tipo de ecuacién/inecuacion dentro de las restricciones. Por
ejemplo, como esté escrito (3.9).

Ejemplo 3.1.2. Un problema clasico de optimizacién consiste en maximizar el drea de una figura
respetando restricciones geométricas, como por ejemplo que el perimetro sea constante. Podemos con-
siderar un pentagono formado por un rectangulo inferior y un triangulo superior, como se muestra al
lado izquierdo de Figura 3.2. Si se desea maximizar el area del pentiagono, respetando que el perimetro

Figura 3.2: Pentédgono formado por un rectangulo inferior y un tridngulo superior.

tenga un valor P fijo, podemos proceder de la siguiente manera:
1. identificamos que el problema es de maximizaciéon.
2. identificamos tres variables: los lados x e y del rectangulo, y la altura h del tridangulo.

3. La funcién objetivo es el area del pentagono que, en funciéon de las variables elegidas, esta dada

por
h
f(z,y,h) =2y + %

que corresponde a la suma de las areas del rectangulo inferior y el tridngulo superior.

4. Finalmente, las restricciones son la positividad de las variables (z,y,h > 0), y que el perimetro
del pentagono sea igual a P, es decir,

T+2y+2,/% +h? =P

Aqui, el tercer término de la suma del lado izquierdo corresponde a los lados del triangulo distintos

de la base, calculados usando el teorema de Pitdgoras para el tridngulo rectangulo de catetos 3

y h.
El problema de optimizacién resultante es

max xy -+ %
z,y,h

{m+2y+2\/m42+h2:P, (3.10)
5.a.

z,y,h > 0.
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Ejemplo 3.1.3. El problema de despacho eléctrico consiste en satisfacer la demanda de energia eléctri-
ca a menor costo posible. Para esto, se puede considerar un modelo simplificado de la red de transmision
llamado modelo uninodal.

En un instante dado, consideramos la demanda acumulada de energia eléctrica, que denotamos D
(medida en Mega-Watts [MW]). Suponemos que tenemos n productores de energia Py, ..., P,, donde
el i-ésimo productor puede producir una cantidad ¢; de potencia eléctrica (medida en Mega-Watts
[MW]) e inyectarla a la red. El modelo uninodal consiste en suponer que la red de transmision es un
solo nodo, donde se inyectan las producciones q1, ..., ¢, vy se consume la demanda D.

Red Eléctrica

D

Figura 3.3: Modelo Uninodal para el despacho de energia eléctrica.

Cada productor tiene una funcion de costos C; : [0, +00) — R que determina su costo de produccion: el
costo de producir una potencia ¢; esta dado por C;(g;). En muchos paises (incluyendo Chile), existe un
regulador central que debe decidir cuanta potencia produce cada productor, considerando la funcion
de costos de cada uno, de manera de satisfacer la demanda a costo minimo. Es decir, el regulador debe
resolver el siguiente problema de optimizacion:

min > Ci(q:)

geR™
n
ca S qa=D (3.11)
q1y--+sqn 2 0.
En este problema de minimizacién, la variable de decisién es el vector ¢ = (q1, . .., g, ) de potencias

producidas, pues es lo que controla el agente. La funcién objetivo (a minimizar) es el costo total,
dado por la suma de los costos. Es decir: f(¢q) = >.1; Ci(¢;). Las restricciones del problema son: 1)
la positividad de las producciones ¢y, ..., q, > 0, pues no se puede producir una cantidad negativa de
energfa; y 2) Satisfacer la demanda, es decir, Y . ¢; = D. O

3.2 Existencia de Soluciones

El objetivo de esta seccion es definir lo que entenderemos por soluciéon de un problema de optimiza-
cion. Una vez que tengamos esta definicion, también revisaremos la existencia de soluciones: es decir,
bajo qué condiciones podemos asegurar que un problema de optimizacion tenga solucion.

3.2.1 Nocioén de solucion: 6ptimos globales y locales

Una vez planteado el problema de optimizacion de la forma (3.1), o en alguna de sus formas expandidas,
necesitamos definir lo que sera una soluciéon del mismo. Para esto, consideramos la siguiente definicion:
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Definicion 3.2.1. Sea f: R™ — R una funcion y X CR™ un conjunto. Decimos que un punto T € X
es

1. minimo global de f en X si para todo © € X, se tiene que f(z) < f(x), es decir, si

Ve e X, f(z) < f(x). (3.12)
2. mdximo global de f en X si para todo x € X, se tiene que f(Z) > f(x), es decir, si

Vo e X, f(z) > f(z). (3.13)

3. minimo local de f en X si existe 6 > 0, tal que para todo x € X N B(Z,J), se tiene que
f(@) < f(x), es decir, si

36 > 0,z € X N B(z,0), f(z) < f(2). (3.14)

4. mdximo local de f en X si existe § > 0, tal que para todo x € X N B(Z,4), se tiene que
f(@) > f(x), es decir, si

36 > 0,Vz € X N B(%,6), f(7) > f(a). (3.15)

La diferencia fundamental entre un minimo global y un minimo local es que un minimo local Z cumple
la desigualdad f(Z) < f(z) solamente “cerca de Z’. Esto se ilustra en la Figura 3.4. En cierto sentido,
podriamos catalogar los minimos locales como “minimos falsos” o “minimos parciales”.

),
W
)
D
W

KOS
K555
7

X%
G577
Wl
,"l/l 4

Figura 3.4: Minimo global versus minimo local: El punto de la derecha es minimo local, pues es donde
se alcanza el valor més pequenio dentro de la bola delimitada por la linea punteada roja. El punto de
la izquierda es el minimo global.

Otra definicién importante es el valor de un problema de optimizacion. La idea es que, antes de definir
lo que sera una solucién, podemos identificar el “mejor valor” que puede alcanzar la funcion objetivo.
Este valor se define como el infimo (en caso de problemas de minimizacion) o el supremo (en caso de
problemas de maximizacion) de los valores que toma la funcioén objetivo f en el conjunto factible X.

Definicién 3.2.2 (Valor de un problema). Considere el problema de optimizacion

(P):{ min  f(z)

s.a. x € X.

93



Definimos el valor del problema (P) como
v(P) =mf{f(z) : z € X}, (3.16)

admitiendo la posibilidad de que v(P) = —oo. Por convencion, si X = 0, decimos que el problema (P)
es infactible y asignamos v(P) = +o00. Andlogamente, para el problema de optimizacion

(P){ méx ()

s.a. x€ X,

definimos el valor del problema (P) como
v(P) =sup{f(z) : =z € X}, (3.17)

admitiendo la posibilidad de que v(P) = +o00. Por convencion, si X = 0, decimos que el problema (P)
es infactible y asignamos v(P) = —oo.

Con estos conceptos, definiremos una solucién de un problema de optimizacién como un punto que
alcanza el valor del problema. Es decir, un minimo global o méximo global (segin corresponda) de la
funcién objetivo en el conjunto factible.

Definiciéon 3.2.3 (Solucion de un problema). Considere el problema de optimizacion

(P):{ min  f(z)

s.a. x€X.

Decimos que un punto x* € R™ es solucion de (P) si 2* € X y f(z*) = v(P). Equivalentemente,
x* € R"™ es solucion de (P) si y solamente si x* es minimo global de f en X.
Andlogamente, considere el problema de optimizacion

(P) = mix  f(z)
- s.a. x € X.

Decimos que un punto x* € R™ es solucion de (P) si 2* € X y f(z*) = v(P). Equivalentemente,
x* € R"™ es solucion de (P) si y solamente si x* es mdzimo global de f en X.

En la definicion anterior, establecimos que las soluciones del problema de minimizar/maximizar f en
el conjunto factible X corresponden a los minimos/maximos globales de f en X. Sin embargo, dichas
soluciones no tienen por qué ser tnicas. Denotamos entonces los conjuntos de minimos y maximos
globales de la siguiente manera:

argminy f = {2* € X : 2" es minimo global de f en X}. (3.18)
argmaxy f = {z* € X : 2" es méaximo global de f en X}. (3.19)

Estos conjuntos pueden ser vacios, cuando los respectivos problemas de optimizacién no tienen solucion.
Nota: Alcanzar extremos
Para una funcion f : R” — R y un conjunto X, se dice que
1. f alcanza su minimo en X si el problema de minimizar f en X tiene solucion.

2. f alcanza su maximo en X si el problema de maximizar f en X tiene solucion.

En lo que sigue, concentraremos nuestro estudio en problemas de minimizacién. La razén es que el
problema de maximizar una funcién f sobre un conjunto X se puede resolver minimizando la funcién
— f sobre el mismo conjunto. Esto se formaliza en la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.2.4. Sea f: R™ — R una funcion, X un conjunto, y sea T € X. Se tiene que
1. El punto x es un mdzximo local de f en X si y solo si x es un minimo local de —f en X.
2. El punto x es un mdximo global de f en X si y solo si x es un minimo global de —f en X.
En particular, argmax y f = argminy (—f).
Demostracion. Mostremos primero el caso de 6ptimo local. Aqui, podemos escribir

2 es maximo local de fen X <= 36 > 0,Vy € B(z,0) N X, f(z) > f(y)
< 36> 0,y € B(z,0)N X, —f(z) < —f(y)

<= x es minimo local de f en X.
Para el caso de 6ptimo global, el desarrollo es analogo. En efecto, podemos escribir

x es maximo global de f en X <= Vy € X, f(z) > f(y)
= Ve X, —f(x) <—fly)
<= z es minimo global de f en X.

Como conclusién del segundo desarrollo, podemos escribir

argmaxy f = {x € X : x es maximo global de f en X}
={r € X : x es minimo global de — f en X}

= argminy (—f).

Esto concluye la demostracion. O

3.2.2 Teorema de Weierstrass

Para asegurar la existencia de soluciones de un problema de optimizaciéon, es natural que necesitemos
condiciones sobre los dos elementos que definen el problema: la funcién objetivo y el conjunto factible.

Definicion 3.2.5. Un conjunto X C R" se dice acotado, si existe M > 0, lo suficientemente grande
tal que X C B(0,M). Es decir, si

M > 0,Vz € X, ||z| < M. (3.20)

El siguiente teorema, llamado Teorema de Valores Extremos de Weiestrass, es uno de los resultados
fundamentales de la optimizacién, que nos entrega un contexto bastante amplio para asegurar existencia
de soluciones. Muchos de los desarrollos modernos de existencia de soluciones buscan aplicar de una u
otra manera este teorema, o alguna variante del mismo.

Teorema 3.2.6 (Teorema de Valores Extremos de Weierstrass). Sea X C R™ un conjunto no-vacio,
cerrado y acotado, y sea f : R" — R una funcion continua en X. Entonces, f alcanza su mdzrimo
y su minimo en f.

Demostracion. Mostraremos que f alcanza su minimo. La demostracion para el maximo se deduce de
reemplazar f por —f y replicar el anélisis. La idea es ir dividiendo X en hipercubos cada vez mas
pequenos, y siempre mantener el cubo donde el valor del problema de minimizar f se mantenga. Los
vértices de estos hipercubos generaran sucesiones convergentes cuyo limite seré la solucién del proble-
ma de optimizacion.

Demostracién en R:

Estudiaremos primero la demostraciéon para el caso n = 1, es decir, con X C R.
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Paso 0 - Acotamiento: Como X es cerrado y acotado, existen valores ag, by € R tales que
XClhhy={zeR :ay<x<b}.

Denotemos por By = X y a vy el valor del problema min,c g, f(z).

Paso 1 - Primera division: Tomemos el punto medio my = % y definamos los conjuntos
Bo,1 = lag, mo], Bo,2 = [mo; bol, ¥

Xo,1 = Xo N [ag, mo,
XO,Q = X() N [’ITL(), bo]

Podemos definir los valores vg1 = Inf{f(z) : = € Xo1} y vo2 = Imf{f(z) : = € Xp2}. Como
X() = X(),l U X072, se tiene que

Vg = inf{f(x) LT e Xo} = min{v071,vo72}.

Elijamos i € {1,2} tal que vg = vg;, y definamos X; = Xo; y B1 = Bp;. Definimos a; = min By y
b1 = max By. La construccion se ilustra en la Figura 3.5.

V0,1 = Vo

ao mo, a1 bo, b

By

Figura 3.5: Ilustracién de primera divisién. En este caso, se toma B; = By ; y se descarta By .

En la construccion anterior, o bien reemplazamos ag por mg (cuando By = By 2), 0 bien reemplazamos
by por my (cuando B; = By,1). Hemos construido un conjunto X; y términos as, by tales que

w vo =inf{f(z) : x € X1},
= X1 C a1, ] (= By),
mag<a; <b <byy
= b1 — a1 = (by — ap)/2.
Paso 2 - Division iterativa: La idea es repetir lo que hicimos en el paso 1 infinitas veces. Esta

construcciéon la extenderemos por induccién. Supongamos que hemos construido una secuencia de
conjuntos (Xj)é?:m y los términos (aj,bj)le, cumpliendo que
1. Xp Cc X1 C--- X1 C X,

2. vg =Inf{f(x) : z € X},
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3. X, C [ak,bk],
4 a0 < a1 <-rap Sbp <o < by < by,
5. bjfaj = (bofao)/Qj, para tOdOj S {O,,k}

Repitiendo la primera division reemplazando Xo y By por Xy y By = [ak, bk}, podemos construir X1
Y ak+1,bk+1 € R que cumplen que

w Inf{f(z) : v € Xpp1} =Inf{f(z) : v € Xi},

» Xpy1 Clags1, brsal,

w ap < agpgr <bgypr <bg,y

w b1 — apy1 = (b —ag)/2.
Se tiene entonces que la secuencia hasta k 4+ 1 cumple las propiedades 1-5 también.
Paso 3 - conclusion: Repitiendo la construccion infinitas veces, tendremos una secuencia de con-
juntos (Xg)ren y dos sucesiones (ag)ren, (bk)ren tales que

= X;i1 C X para todo k € N,

» vo = Inf{f(z) : © € X}} para todo k € N,

= X C [ag, bk,

= (ay) es creciente y (by) es decreciente,

= by —ag = (by — ap) /2%, para todo k € N.

Como la sucesion (ay) es creciente y acotada (ag < aj < by para todo k), necesariamente converge a

su supremo. Es decir,
limay, = sup{ar : ke N} =acR.

Analogamente, como la sucesion (b) es decreciente y acotada (ag < by < by para todo k), necesaria-
mente converge a su infimo. Es decir,

lim by, = sup{by, : k € N} =beR.

Luego, tenemos que

Por lo tanto, @ = b. Denotemos el valor comin por Z.
Ahora, usando que inf{f(z) : © € X} = vo para todo k € N podemos elegir una sucesion (x); con
xr € Xy y tal que

fl@p) <vo+ 4, VEEN, siv €R,

flzg) < =k, VkeN, si vg = —00.

Luego, tenemos que
(i) Usando que X}, C [ak, bx], tenemos que ay < zj < by, para todo k € N.
(ii) Usando que X} C Xy = X, tenemos que (xg)ren C X.

(iii) Por construccion, lim f(zx) = vo.

97



Por sandwich, (i) nos dice que z;, — Z. Como X es cerrado, tenemos que € X. Finalmente, por
continuidad de f, tenemos que

vo = lim f(zy) = f(2).

Por lo tanto vy no puede ser —co y luego vg € Ry f(Z) = vg. Asi, f alcanza su minimo en T € X.

Demostracién en R"”:

La demostracion del caso general sigue la misma idea, excepto que ahora tenemos que dividir en
hipercubos en vez de intervalos. Denotemos nuevamente vy = inf,cx f(x), que nuevamente podria ser
—00.

Paso 0 - Acotamiento: Como X es cerrado y acotado, existen vectores a’ = (af,...,a2)," =
(9,...,b%) € R™ tales que

XcCh={zeR:a) <a; <P, i=1,...,n}.
Denotemos por Xg = X y a vy el valor del problema min,ex, f(x). Luego, existe x € Xy, tal que

vo+1 sivg €R,

0 si vg = —o0.

f(xo)S{

Paso 1 - Primera divisiéon: Consideramos el vector

030 0 30
m¥ = a1+b1’“.’an+bn .
2 2

Usando las coordenadas de mg, podemos dividir Cy en 2" partes, eligiendo la parte [a?, m?] o la parte
[m?, Y] para cada coordenada i = 1,...,n. Denotaremos estas subdivisiones como Cp ; hasta Cp an.
Igual que en la demostracién para R, existe una de estas divisiones que preserva el infimo, es decir,
que existe k € {1,...,2"} tal que el conjunto X; = X N Cy . es no-vacio y donde

inf = .
B T =

Luego, existe x1 € X; tal que

fa )<{v0—|—1/2 sivg € R,
1) <

-1 si vg = —o0.
Denotamos C; = Cp i, y tomamos a',b! como los vértices asociados a la diagonal principal de C;. Es
decir, a', b’ € R™ son tales que
Ci={reR":a; <x;<b},i=1,...,n}

1,04 pl — 0
;i =a; y by =m;. Porel

m? y b} = b?. En cualquier caso, se tiene que

En efecto, si para la coordenada i elegimos el intervalo [a?7 m?]7 entonces a
contrario, si elegimos el intervalo [m?, bY], entonces a; =

R T

1
Io" = o'l = I = o]l

La Figura 3.6 representa los pasos 0 y 1 en el caso n = 2.
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Co,2, Co.3

dividir Cop m0 tomar C; = Co 4 ,

Co,1 Co,a

Figura 3.6: Divisién en 4 partes. Se selecciona C; = Cp 4. La distancia de a' y b' se reduce a la mitad
con respecto a la distancia entre a® y b°.

Paso 2 - Divisién iterativa: Podemos repetir el proceso, generando una secuencia de conjuntos
{X\ : k € N}, y tres secuencias (71 )ren (a®)ren ¥ (B¥)ken de vectores en R™ tales que

= X;. C X no-vacio, y inf ex, f(z) = vp.

vo+1/(k+1) sivg€eR,

= 7p € Xpy flag) < .
—k si vg = —o0.

s Xy CCr={z: af <z gbf, i=1,...,n}.
k k 1y pk—1 k—1
= (o7 —a¥] < glIb" — ™.
Paso 3 - conclusion: La construccion anterior tiene como propiedad que si fijamos una coordenada
i € [n], tenemos que

» La sucesion coordenada (af)ey es creciente y acotada. Por lo tanto,
k k—oo _ k.
a; —— a; = sup{a; : k € N}.
» La sucesion coordenada (b¥)ey es decreciente y acotada. Por lo tanto,

bb E20 b = imf{bF : ke N}

Concluimos entonces que a* — @ = (a1, ...,a,) y que b* — b= (by,...,b,). Méas aiin,

8% — a°]]

g =0

16— a|| = lim [|p* — a*|| < lim
i k

Por lo tanto, @ = b. Finalmente, como af < xy; < b¥ para todo i € [n] concluimos, usando el teorema

del Sandwich para cada coordenada (ver Proposicién 1.2.13), que xp — Ty que T = a = b.

Como X es cerrado y (zx) C X, tenemos que T € X. Luego, como f es continua, tenemos que

< lim (v —|—i) =vy sivg€R,

vg < f(.f?) = lim f(ack) - PATOT R 0 0
k <limp —k=-co=1v9 sivy=—o0c.

Concluimos que en ambos casos f(Z) = vg y por lo tanto vy no puede ser —oco. Asi, f alcanza su
minimo en T, lo que concluye la demostracién. L

Una aplicacion del Teorema de Weiestrass es la existencia de minimos para funciones coercitivas.
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Definicion 3.2.7 (Funciones coercitivas). Una funcion f : R™ — R se dice coercitiva si y solo si para
toda sucesion (zy)ren C R™, se tiene que

k—oco

gl 222 o0 = f(ar) 222 oo, (3.21)

En tal caso, escribiremos simplemente que lim  f(z) = +o0.
llzll—+oo

Nota: limites a infinito

Recordemos que para una funciéon f : R — R, los limites de valor infinito estaban bien definidos.
En particular,

lim f(t) =400 <= VM > 0,3ty > 0,Yt > tar, f(t) > M.

t—+oo
Similarmente, para una sucesion (ry)r C R, definimos el limite de valor 400 como

Iim rp = +o00 <= VM > 0,3kg > 0,Vk > ko, 7 > M.
k—o0
Esto es lo que se aplica en la Definicion 3.2.7.

Intuitivamente, las funciones coercitivas son aquellas que crecen a infinito en la medida que se alejan
del origen. Con esto en mente, si una funcion coercitiva alcanza su minimo, el minimo global no puede
estar muy lejos del origen. Con esta intuiciéon, podemos plantear la siguiente proposicion.

Teorema 3.2.8. Sea f : R™ — R una funcion coercitiva y continua, y sea X un conjunto cerrado
no-vacio. Entonces, f alcanza su minimo en X.

Demostracion. Como X es no-vacio, tomemos zg € X y denotemos o = f(xp). Se tiene entonces que
el conjunto
A={zeX : f(z)<a}

es no-vacio, pues al menos contiene a zy. Veamos primero que A es cerrado. Sea (zj) una sucesion en
A con x — Z. Como X es cerrado y A C X, se tiene que € X. Por otro lado, como f es continua,
tenemos que
f(@) = lim f(zr) < lim a = a.
k—o0 k— o0

Por lo tanto, £ € A. Como (x) es una sucesion convergente arbitraria, la Proposicién ?? nos asegura
que A es cerrado.

Veamos ahora que A es acotado. Razonando por contradiccion, supongamos que no lo fuera. Entonces,
para todo k € N, debe existir un punto z,, € A tal que ||zx|| > k. Esto se obtiene aplicando la negacion
de (3.20) a M = k. Luego, ||zx]| — +o0o y como f es coercitiva, f(zp) — 4o0o. Sin embargo, como
(zr) C A, f(zx) < o, lo cual es una contradiccion. Concluimos entonces que A es acotado.

Aplicando el Teorema 3.2.6, tenemos que el problema de optimizacion

(P):{ min  f(z)
s.a. x€ A,

tiene solucién. Sea z* € A una solucién de (P). Entonces, se tiene que para todo x € A, se cumple que
f(z*) < f(x). Méas aun, considerando el resto de puntos de X, es decir, X \ A, se cumple que

Vye X\ A f(z¥) <a< f(y).

Es decir,
Vee X =AUX\ A4, f(z") < f(x).

Concluimos entonces que z* es minimo global de f en X, lo que concluye la demostracion. O
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3.3 Optimizacion sin restricciones

En esta seccién nos enfocaremos en problemas de optimizacién sin restricciones, es decir, problemas
donde el conjunto factible es todo el espacio X = R™.
Una pregunta natural es como encontrar méximos y minimos de una funcion f. Esta no es una pregunta
facil de responder y existe todo un desarrollo de las matematicas n torno a esta pregunta, tanto
desde el punto de vista de célculo teoérico, como desde la perspectiva algoritmica. En este curso, nos
concentraremos en una de las formas fundamentales de atacar el problema: reducirlo a resolver un
sistema de ecuaciones.

Teorema 3.3.1 (Regla de Fermat). Sea f: R™ — R una funcién diferenciable, y sea x € R™. Si x es
un minimo local o un mdzimo local, entonces V f(x) = 0.

Demostracion. Supongamos que x € R™ es un minimo local y sea § > 0 tal que para todo y € B(z, )
se cumple que f(z) < f(y).
Supongamos que V f(x) # 0 y definamos d = — Hgﬁ( . Como f es diferenciable, sabemos que

LIV @) = (V) d) = f (5 d) = lim L@ ID (@),

t—0 t

»“}'

Ahora, consideremos una secuencia tj =

€ (0,9). Tenemos que t — 0y que x +trd € B(z,J) para
todo k € N. En particular, f(z + txd) — f(x)

> 0 para todo k € N. Tenemos entonces que

—~

{E

flx+ trd) — f(x) >0

0> ~|V/(@) -

| = lim
k—o0

b

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto V f(x) = 0. Si x es un méaximo local, entonces usando la
Proposicién 3.2.4, tenemos que z es un minimo local de —f. Entonces, usando el desarrollo anterior,
tenemos que V(—f)(x) = 0. La demostracion termina notando que Vf(r) = —V(—f)(z) y por lo
tanto Vf(z) =0 O

Todo minimo/méximo local cumple que V f(z) = 0, pero puede haber puntos que no son ni maximos
ni minimos locales y que también cumplan Vf(z) = 0. Un ejemplo es el caso del punto (0,0) en la
funcién f : R? — R dada por f(x,y) = 22 —y? (ver Figura 2.2 del capitulo 2). Esto motiva la siguiente
definicion.

Definicién 3.3.2 (Puntos criticos). Sea f : R™ — R una funcion diferenciable. Decimos que x € R™
es punto critico de [ si Vf(z) =0.

La regla de Fermat y la nocién de puntos criticos nos permiten establecer una metodologia para resolver
problemas de optimizacién. Consideremos entonces el problema

(P) = min f(),

donde f es diferenciable. Para resolver (P), podemos proceder de la siguiente manera:
1. Mostrar que f tiene solucion (por ejemplo, usando la Proposicion 3.2.8).
2. Encontrar todos los puntos criticos de f, resolviendo la ecuacion V f(z) = 0.

3. Dentro de los puntos criticos que encontramos, elegimos x* tal que f(z*) tenga el valor més
pequeno posible.

4. Todos los minimos globales son minimos locales, y por lo tanto son puntos criticos gracias al
Teorema 3.3.1. Asi que, el punto z* escogido en el paso anterior tiene que ser el minimo global.
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Atencién

El método anterior solo funciona si el paso 1 se verifica, es decir, si el problema (P) tiene solucion.
Si este no es el caso, ninguno de los puntos criticos nos servird. Por ejemplo, consideremos
nuevamente la funcion f(z,y) = 22 — y? (ver Figura 2.2 del capitulo 2). Para esta funcion,
tenemos que

2z
2y
es decir, (0,0) es el tnico punto critico de f. Sin embargo, (0,0) no es ni maximo ni minimo
global, pues f no alcanza su maximo ni su minimo en R™. Peor atn, (0,0) tampoco es maximo
local ni minimo local.

Vi = (5) =0 = a=y=0

Aunque el método recién descrito nos permite encontrar soluciones en caso de existir, no nos entrega
necesariamente como es la naturaleza de los puntos criticos encontrados. ;Son maximos locales? ;Son
minimos locales? o ;Son puntos criticos que no son 6ptimos locales? Para responder estas preguntas,
en el caso de las funciones que admitan segunda derivada, podemos estudiar la matriz Hessiana.

Nota: Matrices definidas positivas

Recordemos que una matriz cuadrada simétrica A € M, «,(R) se dice
1. Semidefinida positiva si para todo z € R”, 7 Az > 0.
2. Definida positiva si para todo z € R" \ {0}, 27 Az > 0.
3. Semidefinida negativa si para todo € R”, 27 Az < 0.
4. Definida negativa si para todo = € R" \ {0}, 27 Az < 0.

Estas propiedades se pueden caracterizar usando los valores propios de la matriz: Para A €
M xn(R) simétrica se tiene que

A es semidefinida positiva Todos sus valores propios son mayores o iguales a cero.

A es definida positiva Todos sus valores propios son mayores estrictos a cero.

A es semidefinida negativa Todos sus valores propios son menores o iguales a cero.

1o

A es definida negativa Todos sus valores propios son menores estrictos a cero.

Proposicion 3.3.3 (Criterio de segundo orden). Sea f : R®™ — R una funcion de clase C?, y sea
x € R™ un punto critico de f (es decir, tal que V f(x) = 0). Entonces, se tiene que

1. Si D?f(z) es definida positiva, entonces x es un minimo local.

2. Si D?f(x) es definida negativa, entonces x es un mdzimo local.

3. Si D?f(x) tiene al menos un valor propio estrictamente positivo y al menos otro estrictamente
negativo, entonces x es un punto silla (ni mdximo local, ni minimo local).

Demostracion. Demostremos la primera afirmaciéon. Recordemos que si f es de clase C?, entonces
D2 f(x) es una matriz simétrica. Usando el teorema de Taylor (ver Teorema 2.5.7), sabemos que

f@+h) = f(z)+ Df(x)h + %Ul, D?f(x)h) + o||hl|).

Definamos la funcién g(d) = £(d, D?f(x)d). Claramente esta funcién es continua, por lo tanto, el
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problema de optimizacién

(P) = min  g(d)
s.a. ||d| =1,

tiene solucion. Sea d* una solucion de (P). Como ||d*|| = 1, tenemos que d* # 0 y por lo tanto, usando
que D? f(z) es definida positiva, tenemos que v(P) = g(d*) > 0. Denotemos por o = v(P). Recordando
la definicion de funciones o-chica (ver los comentarios bajo la Definicion ?7), tenemos que existe § > 0

tal que
2
oAl o
(IRl 2
Con esto en mente, tomando y € B(z,d) y notando que h =y — x € B(0, ), podemos escribir

Vh € B(0,0),

(h, D*f(2)h) + o([|]|*)

N | =

fly) = f(=z) Df(x)h +

L (1 D2 £ () + o 1))
(1) h B\ L o(lH)
= linl 2< A |h||>+ A2 )

(

=1 (s (Z> ||”f?|2 )
(o-
(o~

lo(lIR11)1

oy ko,

> |[h]® 5

Como y € B(x,d) es arbitrario, concluimos que x es minimo local de f.

La segunda afirmacion se deduce de la primera notando que D?(—f)(x) = —D?f(z), y por lo tanto, si
D?f(z) es definida negativa, entonces D?(—f)(z) es definida positiva. Asi, x serd minimo local de — f
y por lo tanto, maximo local de f.

Para la tercera afirmacion, consideremos v un vector propio unitario (es decir, con norma 1) de
D2 f(x) asociado a un valor propio A* > 0, y v~ un vector propio unitario de D?f(z) asociado a un
valor propio A~ < 0. Recordar que esto significa que D?f(z)vt = Aot y que D?f(z)v™ = A\"v™.
Usando nuevamente el Teorema de Taylor, tenemos que

Fla+107) = f@) = +D (" + 3 {0t D2 @)t +of?)
2 9
= 5}\+0(t )
(X ()]
=t (2_ 12 )

2
Tomando § > 0 lo suficientemente pequefio, tenemos que el % — ‘O(t%)l sera estrictamente positivo
para todo t € (0,0), y por lo tanto f no puede ser un maximo local. Analogamente,

+ Lo, D2 (@) 0) + o(t?)

flx+tv™) — f(x) = +tDf(z)v™ 5

= g/\*o(ﬂ)
=t (A2 + |O(:22)|> .
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— 2
Tomando otro valor § > 0 lo suficientemente pequefio, tenemos que el )‘7 + IO(%)I seré, estrictamente
negativo para todo t € (0,0), y por lo tanto f no puede ser un minimo local. Concluimos entonces que
x es punto silla, lo que termina la demostracion. O

Atenciéon

Para un punto critico x de f, tal que D?f(x) sea solo semidefinida positiva, el teorema anterior
no nos permite concluir nada. Es decir, el punto en cuestiéon podria ser un minimo local o
un punto silla, y no tendriamos como decidir. Lo mismo pasa si D?f(x) sea solo semidefinida
negativa.

3.4 Funciones convexas

Para una funciéon f: R™ — R y para un punto z* € R", sabemos que
z* es minimo global de f = z* es minimo local de f = z* es punto critico de f. (3.22)

Para la mayoria de las funciones, las reciprocas de estas implicancias no son ciertas. Es decir, z* puede
ser un punto critico de f, sin ser un minimo local de f, y a la vez podria ser un minimo local de f
sin ser un minimo global. Sin embargo, hay una familia de funciones donde estos tres tipos de puntos
coinciden: las funciones convexas.

Definicién 3.4.1 (Funcion convexa). Una funcion f : R™ — R se dice convexa si para todo x,y € R™,
y para todo A € [0,1] se cumple que

fAz+ (1 =Ny) <Af(2)+ (1= A)f(y). (3.23)

R R

f(z) f(@)

| |
| |
| |
| |
| |
T Yy T Yy

Figura 3.7: El segmento rojo corresponde a [(z, f(2)), (v, f(y))] en R"*1, o equivalentemente, al grafo
de la funcion A € [0,1] — Af(x) + (1 — A) f(y). A la izquierda, la funcion es convexa. A la derecha, la
funciéon no es convexa.

La propiedad de convexidad tiene una interpretacion geométrica. Para todo par de puntos x,y € R",
el segmento en R™"*! que une los puntos (, f(z)) v (v, f(y)) queda por sobre el grafo de la funcién f.
Esto se ilustra en la Figura 3.7. Esto nos dice que de hecho la convexidad es una propiedad geométrica
de la funcién.

Proposicion 3.4.2. Sea f: R™ — R una funcion convexa y x € R™. Entonces se tiene que
x es minimo local de f = x es minimo global de f

Demostracion. Sea x un minimo local de f. Tomemos § > 0 tal que f(z) < f(y) para todo y € B(«, d).
Tomemos z € R™ y tomemos A € (0, 1) lo suficientemente pequeno tal que

y=(1—XNz+ Iz € B(x,9).
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Usando la convexidad de f y el hecho que  es minimo local, podemos escribir que

f(@) < fly) = (L= Nz +r2) < (1 =N f(x) + Af(2).

Luego, restando (1 — \) f(z) a amobs lados de la desigualdad, y usando que A > 0, tenemos que

(@) S M) 22 f(@) < f(2).
Como z es un punto arbitrario, concluimos que
Vz e R", f(x) < f(2),
es decir, z es un minimo global de f. Esto concluye la demostracion. O

Para funciones diferenciables, podemos caracterizar la convexidad como una propiedad analitica del
gradiente.

Proposicion 3.4.3 (Caracterizacion de primer orden). Sea f : R” — R wuna funcidn diferenciable. las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) [ es convexa.
(ii) Para todo x,y € R", f(z)+ (Vf(z),y —z) < f(y).
(iii) Para todo z,y € R™, (Vf(z) —Vf(y),z —y) > 0.

Demostracion. Demostraremos el ciclo de implicancias.

(i) = (i#): Tomemos z,y € R™ distintos entre si, y fijemos d = y — z. Consideremos la sucesion
A = 1/k. Tenemos que claramente A\; < 1 para todo k € N y ademés A\, — 0. Luego, como f es
diferenciable, podemos escribir:

flz 4+ Ad) — [(x)

f(@) +{Vf(z),y —x) = lm f(z)+

A—0 A
. J(A =Nz + A\y) — f(z)
= Jim fl) + By
A RPN (N2 WS G
—00 k
< tim fo) o LM AL ) — (@)
k—o0 >\k
—00 k

Como z e y son arbitrarios, se concluye (7).

(15) = (i#): Sean z,y € R™ arbitrarios. Usando (ii) tenemos que
(Vf(@),y —x) < fly) — f(=z)
(Vi) z—y) < fz)— fy)
Sumando ambas desigualdades tenemos que
(Vf(@),y —x) + (Vf(y),z —y) <0.
Luego, podemos escribir
0< —(Vf(@),y—z) = (Vf(y),z
= (Vf(@),x —y)+ (=V[(y),z -y
= (Vf(z) =V[(y),z —y).

Como z,y € R son arbitrarios, se concluye (7).
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(#i1) = (i): Tomemos z,y € R™ y A € [0,1]. Queremos demostrar que la desigualdad (3.23).
Para esto, definamos z = Az + (1 — \)y y, razonando por contradiccién, supongamos que f(z) >
Af(x) + (1 =) f(y)-

Consideremos la funcion g(t) = f(y +t(x —y)) y la funcion £(t) = f(y) +t(f(z) — f(y)). Notemos que
g t)=(Vf(ly+tlxr—y)),z—y), para todo t € [0,1]. Ademas, tenemos que g(0) = £(0), g(1) = £(1),
y que g(A) > £(A). Usando el teorema del valor medio, podemos escribir lo siguiente:

1. Existe A\q € (0, A) tal que

g )= TN 9O TN IO ) )

2. Existe A; € (0, \) tal que

g ) = S9N AOZEN ) gy,

Definamos ahora z1 = Az 4+ (1 — A1)y y 22 = Az + (1 — A2)y. Primero, notemos que
zo— 21 = (A2 — A1)z —y).
Con esto en consideracion, notando que A2 — A1 > 0, podemos escribir

0> g (M) —g'(\) = (Vf(22), 2 —y) = (Vf(21),2 —y)
=(Vf(22) = Vf(z1), 2 —y)

= A2 i A\ <Vf(22) - Vf(zl), (/\2 — )\1)(33 — y))

= o (V) = V()2 — ).

Multiplicando por Ay — A1, concluimos entonces que
(Vf(22) = Vf(21), 22 — 21) <0,

lo cual es una contradiccion con (7i7). Por lo tanto, tenemos que f(z) < Af(x)+ (1 —MN)f(y), que es lo
que queriamos demostrar. Por lo tanto, concluimos (), lo que concluye la demostracion. O

Para funciones de clase C2, también podemos caracterizar la convexidad en términos de la matriz
Hessiana.

Proposicion 3.4.4 (Caracterizacion de segundo orden). Sea f : R™ — R una funcion de clase C*. Se
tiene que
D?f(x) es semidefinida positiva, para todo x € R" <= f es convera.

Demostracion. Estudiemos la doble implicancia:

= : Sean z,z € R". Ocupando el teorema de expansion de Taylor de segundo orden (ver Teorema
2.5.7, sabemos que

1
F(2) = f(@) + (Vf(@), 2 = 2) + 5(z = 2, D*f () (2 = @)),
con x; = tz + (1 — t)z, para algtn ¢t € (0,1). Luego, como D?f(z;) es semidefinida positiva, se tiene
que

f(Z) > f(l‘) + <Vf($),2: - l‘>,

lo que muestra la convexidad de f aplicando la Proposiciéon 3.4.3.
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<=: Razonemos por contradiccion, y supongamos que existe z, z € R" tal que (z, D?f(x)z) < 0.
Como f es de clase C?, la matriz Hessiana es continua, y por lo tanto existe § > 0 tal que para todo
t € [0,6], se tiene que (z, D?f(x + tz)z) < 0. Tomando h = 6z, tenemos que

vt € [0,1], (h, D*f(x + th)h) = §%(z, D*f(x + (6t)2)2) < 0.

Luego, ocupando nuevamente el Teorema de Taylor, exite t € (0,1) tal que

fle+h) = f(z) +(VI(z),h) + %(h,DZ)f(x +th)h) < f(x) +(V[(2),h).

Esto altimo es una contradicciéon con que f sea convexa, en vista de la Proposicion 3.4.3. O

Para terminar, usando la caracterizaciéon de primer orden de la convexidad, podemos mostrar el resul-
tado principal de esta seccién: todo punto critico de una funcién convexa es un minimo global.

Teorema 3.4.5. Sea f: R™ — R una funcion convexa y x € R™. Se tiene que
x es punto critico de f = x es minimo global de f.
Demostracion. Como f es convexa, la Proposiciéon 3.4.3 nos asegura que
Yy e R™, f(z) + (Vf(2),y —z) < f(y).
Como z es punto critico de f, tenemos que V f(x) = 0, y por lo tanto, concluimos que
vy € R, f(z) < f(y).

Es decir, x es minimo global de f. O

3.5 Optimizacién con restricciones

Hasta ahora, nuestra tnica herramienta para resolver problemas de optimizacién es la Regla de
Fermat (ver Teorema 3.3.1): Si el problema no tiene restricciones, resolvemos el sistema Vf(z) = 0
para identificar los candidatos a minimos y maximos (locales y globales). Sin embargo, en la practica,
los problemas de optimizacién tienen restricciones y por lo tanto la Regla de Fermat no es valida.

Ejemplo 3.5.1. Consideremos la funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2? + y?, y consideremos el
problema

méx  f(z,y)

Ty

sa. 2 +y? =1

En este caso, todos los puntos factibles son méximos y minimos globales, pues f es constante en la
region factible X = {(x,y) : 2%2+y? = 1}. Sin embargo V f(x,y) = (2, 2y), y por lo tanto V f(z,y) = 0
solo se verifica en (z,4)0(0,0) que no es un punto factible. O

En este curso estudiaremos la técnica de multiplicadores de Lagrange, que se enfoca en problemas
unicamente con restricciones de igualdad. Es decir, para f : R® -+ R y h : R® — R™ diferenciables,
consideraremos un problema de la forma

(P) = : (3.24)
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Vamos también a suponer que n > m, es decir, que tenemos mas variables que restricciones.
Nota: Problemas con restricciones de desigualdad

También es posible trabajar con restricciones de desigualdad, utilizando lo que se conoce como
el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Sin embargo, esto esta fuera de los alcances del curso.

La idea princpipal de la técnica de multiplicadores de Lagrange es definir una funcién auxiliar, llamada
el Lagrangiano del problema, y aplicar la regla de Fermat a esta funcion.

Definicién 3.5.2 (Lagrangiano). Consideremos el problema (3.24). Se define el Lagrangiano de este
problema como

L:R*"xR™ =R

(@.2) = f(@) = > Ay o).

Las variables auziliares A € R™ reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange.

La regla de Fermat aplicada al Lagrangiano consiste en resolver el sistema V.L(x, A) = 0. Notemos que

VL(r,)) = (giﬁﬁii i;) — (Vf (2) - ;}%)&th(x))

Por lo tanto, resolver VL(z, \) = 0 equivale a resolver el sistema

V(@) =L AjVhy(x) =0,
h(z) =0.

(3.25)

El siguiente teorema nos dice cuando podemos usar el sistema (3.25) para buscar soluciones del proble-
ma (3.24). Enunciaremos el teorema sin demostracion, debido a que no contamos con las herramientas
tedricas necesarias para demostrarlo.

Teorema 3.5.3 (Teorema de multiplicadores de Lagrange). Consideremos el problema

mingegn f (x)

hn;(x) =0.

y supongamos que x* es un dptimo local (minimo o mdzimo). Si ademds el conjunto de vectores
{Vhi(z*),...,Vhn(z*)} es linealmente independientes, entonces existe \* € R™ tal que el sistema
(3.25) se verifica en (x*,\*). Es decir, tal que

Vf(z*) =25 A Vhy(e*) =0,
h(z*) =0.

El teorema anterior nos dice que si el problema (3.24) tiene soluciéon x*, entonces esa solucion aparecera
como punto critico del Lagrangiano £ (con algin multiplicador A*), siempre y cuando se verifique la
condicién de calificacion de que los gradientes {Vhq(z*),..., Vi, (z*)} sean linealmente independien-
tes. Entonces, para ocupar el teorema de multiplicadores de Lagrange, debemos seguir los siguientes
pasos:

108



1. Verifico que el problema (3.24) tenga solucion (usando tipicamente el Teorema de Weiestrass, ver
Teorema 3.2.6).

2. Verifico que para todo x € R™ que satisface las restricciones h(xz) = 0, el conjunto de vecto-
res {Vhi(z),...,Vhn(z)} es linealmente independiente. Si algtin punto falla esta condicion, lo
guardo.

3. Resuelvo el sistema VL(x,\) = 0, que corresponde al sistema (3.25). Guardo todos los puntos
que resuelven el sistema.

4. El Teorema 3.5.3 garantiza el minimo se debe encontrar entre los puntos guardados: Los evalio
en la funcién objetivo f y me quedo con el que alcance el menor valor.

Atenciéon

El sistema VL(z, A\) = 0 encuentra los puntos criticos del problema (3.24), que son candidatos
a solucion. Sin embargo, si un punto x no verifica que {Vhi(x),..., Vhy,(2)} es linealmente
independiente, podria ser solucién del problema de optimizacion, pero no aparecer como punto
critico. Por eso en el paso 2 guardamos como posibles candidatos los puntos que no verifican la
condicion de calificacién de independencia lineal.

3.6 Seleccion de Problemas

1. Sea f:R? — R dada por
fl,y) =2yl —z —y).

Determine los puntos criticos de f y clasifiquelos segiin sean maximos, minimos o puntos silla.
Justifique adecuadamente sus respuestas.

2. Verifique que el punto (xg, o, 2z0) = (1,1,1) es un punto critico de la funcion
g(x,y,2) = 2 +y* + 21 — dwyz
y determine si se trata de un méximo, un minimo o un punto silla.

3. Considere la funcion dada por
fla,y) = 2® —sen(z +y).

a) Encuentre todos sus puntos criticos.

b) Determine la naturaleza de estos puntos (maximos o minimos locales, puntos silla).

4. En esta pregunta, deseamos encontrar los valores méximos y minimos de la funcion
flz,y) = 42” +10y°,

sobre el conjunto de restricciones D = {(z,y) € R? : 22 +y? < 4}. Para poder llevar esto a
cabo, se le propone la siguiente estrategia de resolucion:

a) Optimice f sin restricciones, y determine si el(los) punto(s) que encuentra pertenece(n) o
no al interior de D. Determine ademas la naturaleza de estos puntos.

b) Usando Multiplicadores de Lagrange, encuentre los maximos y minimos de f en la frontera
de D, donde se cumple que z? + 2 = 4.
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¢) Compare todos los puntos encontrados y concluya.

5. La conveniencia social de una empresa, con frecuencia incluye elegir entre la ventaja comercial
de la empresa y las desventajas sociales y ecoldgicas que pueda generar. Por ejemplo, la industria
de la madera proporciona productos de papel a la sociedad e ingresos a muchos trabajadores y
empresas, pero los beneficios pueden contrarrestarse con la destruccion del habitat de especies
en vias de extinciéon. Suponga que la conveniencia social de una empresa particular, se mide
mediante la funcion

D(z,y) = (16 — 6z)x — (y2 —4xy+40), x>0, y>0,

donde z representa las ventajas comerciales e y el impacto ecolégico. La empresa se considera
deseable si D > 0 e indeseable si D < 0. ;Qué valores de z e y maximizaran la conveniencia
social? Interprete sus resultados, jes posible que esta empresa sea deseable socialmente?

6. Suponga que usted es el fabricante de un nuevo celular de gama media, y desea venderlo a
$350.000 la unidad. Luego de hacer un estudio de mercado, usted estima que si gasta z millones
de pesos en desarrollo e y millones de pesos en publicidad, los consumidores compraran

_ 250y 100z
T y+2  z+5

u(z,y)

unidades del producto, aproximadamente. Si cada celular cuesta $150.000 en producirse, jcuanto
dinero destinaria usted para desarrollo y para publicidad, si desea maximizar sus ganancias
totales?

7. Una lecheria produce leche entera y leche descremada en cantidades x e y galones, respectiva-
mente. Suponga que el precio de la leche entera es

p(z) =100 — z
y el de la leche descremada es
q(y) = 100 — .
Suponga ademas que
Clz,y) = 2* +ay +y°
es la funcion de costos conjuntos de los articulos. ;Cudles deberian ser los valores de x e y para

maximizar las utilidades?

8. Una rara enfermedad puede ser tratada administrando 70 [ml] de un medicamento C, pero
provocando efectos colaterales graves en las personas en dosis de ese nivel o superiores. En
busca de un método més seguro para tratar a sus pacientes, un médico usa dos medicamentos
combinados, A y B, que no tienen efectos colaterales mientras su dosis combinada sea menor
a 60 [ml].

Luego de muchos estudios, el médico descubre que al administrar « [ml] de A e y [ml] de B, el
tratamiento es equivalente a E [ml| del medicamento C, donde

E(z,y) = 0.05(xy — x(2z — 95) + (20 — y)),

con la garantia de que no genera efectos colaterales, aunque E > 70; siempre y cuando la dosis
combinada z + y < 60.

a) Determine el(los) punto(s) critico(s) de E(x,y).

b) A partir del (de los) punto(s) encontrados en la parte anterior, ;qué dosis de A y B maxi-
mizan el nivel equivalente £ del medicamento C?
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9.

10.

¢) Si el médico administra las dosis 6ptimas encontradas en la parte anterior, el efecto combi-
nado, ;es suficiente para ayudar al paciente sin correr el riesgo de sufrir efectos colaterales?

Al editor de un libro se le han asignado $60.000.000 para invertir en el desarrollo y la promocion
de un nuevo libro. Se calcula que si se gastan = millones de pesos en desarrollo e y millones de
pesos en publicidad, se venderan

g(z,y) = 202*%y

ejemplares del libro en cuestiéon. ;Cuanto dinero se debe asignar a cada item para maximizar las
ventas?

El area de descanso para automovilistas que planea construir una autopista al lado de una de sus
carreteras principales, debe ser rectangular y tener un area de 5000 metros cuadrados, cercada
por los tres lados no adyacentes a la carretera, como muestra la figura adjunta.

X

¥y Area de Descanso

Carretera

Figura 3.8: Area de Descanso

;,Cual es la menor cantidad de cercado necesaria para completar el trabajo?
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CAPITULO 4

Integracion en R"

Consideremos una funcion f : D C R” — R. Cuando n = 1 y D = [a, b], recordemos que la integral

definida ,
/ f(2)dz

representa, cuando f(x) > 0, el drea bajo la curva del grafo de f, esto es, el area del conjunto

S={(z,y) €R?* : z€[a,b], 0<y< f(x)}.

YA
y=f(x)

xY

0 a b

Figura 4.1: Representacion grafica de S, area bajo la curva de f : [a,b] — R.

A lo largo de las siguientes paginas, trataremos de extender esta nocién de la forma més natural posible,
al contexto de varias variables. Si pensamos en n = 2, recordemos que el grafo de una funcién puede
ser interpretado como una especie de superficie en R? (concepto que definiremos mas cabalmente en
el Capitulo 5) y, en consecuencia, seria razonable definir la cantidad

/ /D f(a,y) dudy

como el volumen bajo el grafo de f, siempre que f(x,y) > 0 para x € D. Vale decir, el volumen del

cuerpo geométrico
V={(z,y,2) €R® : (z,y) €D, 0<z< f(z,9)}.
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z=1(x,y)

Figura 4.2: Representacion grafica de V', volumen bajo el grafo de f: D — R.

4.1 Definiciones Fundamentales

Comencemos estudiando un tipo sencillo de conjuntos, que nos permitiran sentar las bases del

concepto de integral a desarrollar en esta seccion.

Definiciéon 4.1.1 (Rectangulo). Definimos un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados

como cualquier conjunto R C R™ de la forma

R ={zeR" : a;<x; <b; paratodoi=1,...,n}

n

= [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [an,bs] = H[ai,bi}.

Definimos adicionalmente el area de un rectangulo R como

n

A(R) = [ (bi — a:).

i=1

Atencién

Aunque un rectéangulo, bajo la definicion anterior, podria tener tres o mas dimensiones (y
por ende corresponder a un paralelepipedo, por ejemplo) dado que es un subconjunto de R™;
usaremos en cualquier contexto el concepto de area para referirnos a su unidad de medida.

Sea R C R™ un rectangulo. Definiremos ahora un concepto similar al de particién en el caso de
la integral en R, que nos permitird a su vez definir en este nuevo contexto las sumas superiores e

inferiores, de manera anéloga a lo que ya conocemos en la recta real.

Definicién 4.1.2 (Reticulado). Un reticulado S de un rectingulo R C R™ es una familia de conjuntos

S ={Ri}ic1 CPR"),

donde I es un conjunto de indices, y cada R; € S es a su vez un rectangulo; tal que cumple las

siguientes condiciones:
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2. R=|JR.
el

Ejemplo 4.1.3. Si consideramos R = [a,b] X [¢,d] € R? y el conjunto de indices

la figura adjunta representa un reticulado de R. O

Qs

—F oG

(X23, ¥23)

Figura 4.3: Reticulado Uniforme para [a, b] X [c, d].

Definiciéon 4.1.4 (Sumas de Riemann). Sea R C R™ un rectdngulo y un reticulado del mismo, S.
Consideremos ademds f : R — R una funcion acotada.

= Definimos la suma inferior de f sobre el reticulado S, como
Ts(f) =Y _mn,(f) - ARy),
icl

donde mp,(f) = xf?ugi f(x).

= Definimos la suma superior de f sobre el reticulado S, como
Ss(f) = Mn,(f)- A(R:),
il

donde Mg, (f) = sup f(x).
z€R;

Esta definicién de sumas superiores e inferiores, permite hacer célculos similares a los que ya conocemos
para una variable. Notemos que en el caso de n = 2, el calculo

mg,(f) - A(R:)

representa el volumen de un paralelepipedo de base R; y altura mpg,(f), y al sumar en todos los
rectangulos R; del reticulado, estamos obteniendo una aproximacion inferior del volumen debajo de la
superficie generada por el grafo de f, delimitado por R. Por otra parte, el calculo

Mg, (f) - A(R:)

corresponde a algo similar, pero considerando altura Mg, (f) para los calculos, obteniendo asi una
aproximacion superior sumando en todo el reticulado.
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Figura 4.4: Aproximacion del calculo del volumen bajo z = f(z,y) y delimitado por [a,b] X [c, d].

Definicion 4.1.5. Si tenemos dos reticulados S1 y So de un mismo rectdngulo R, diremos que Sa es
mds fino que Sy, si todos los rectdngulos de Sy estdn contenidos en algun tridngulo de Si.

No es muy dificil convencerse de que, a medida que vamos refinando los rectangulos del reticulado S,
las sumas inferior y superior aproximan cada vez de mejor forma el volumen que buscamos calcular.

Definicion 4.1.6 (Integrabilidad). Si existe una sucesion de reticulados {Sn}nen tal que

lim SSN(f) 7ISN(f) = Oa

N—o00

diremos que f es una funcion integrable en R, y ademds

N —oc0 N—o0

Ejemplo 4.1.7. Calcular sumas superiores e inferiores, incluso en el caso de funciones sencillas de
trabajar, puede ser un poco tedioso. Desarrollamos acd un ejemplo ilustrativo, para la funciéon

fla,y) =2+,

en el rectangulo R = [0, 1] x [0, 1]. Consideremos para N € N el reticulado Sy dado por los rectangulos

Rig{z z+1]x[] j+1]’

N N N N

para 0 < 17,5 < N — 1, cuya &area esta dada por

1
Ny _

A(R;5) N
En este caso,

N-1N-1

i=0 j=0
y por la funcién elegida, podemos notar que

i+l g+



En consecuencia,

al desarrollar, obtenemos

N2(N —1) 1
ISN(f):Tzl—N
De esta manera, cuando N — oo,
lim S Isy = i 2 =0
Ngnoo SN SN _Ngnoo o

por lo que f es, en efecto, integrable en [0, 1] x [0, 1]. Mas atn, hemos probado que
f(x,y) dedy = lim Sg, (f) = 1.
N —o00
(0,1]x[0,1]
%

Enunciamos a continuaciéon un primer resultado importante, que nos permitirda estar seguros de la
integrabilidad de una funcién f bajo ciertas condiciones elementales, sin la necesidad de pasar por sus
Sumas de Riemann para verificarlo.

Teorema 4.1.8. Sea f: R CR"™ — R una funcion continua, donde R es un rectangulo. Entonces, f
es integrable.

Demostracion. Necesitamos el siguiente resultado intermedio:

Proposicién Auxiliar. Sea f: K ¢ RY — R una funcién continua, donde K es un conjunto cerrado
y acotado. Entonces f es uniformemente continua, es decir:

Ve > 0,30 >0 tal que ||z —y| <0 =|f(z) - f(y)|<e Vu,ycK.

Demostracion de la Proposicion Auxiliar. Supongamos que esta propiedad no es vélida. En-
tonces existe g9 > 0 tal que para todo n € N existen sucesiones {z,}, {yn,} C K tales que:

1
120 =yl < =, pero |f(@n) = f(yn)| = <o
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Como {z,} C K, que es cerrado y acotado, tiene una subsucesion convergente x,, — = € K. Entonces
también y,,;, — Z. Como f es continua:

]lirgo f(xnj) = Jlggo f(ynj) = f(.’L‘),
lo cual contradice que |f(zn,) — f(yn,)| > €o. |

Demostraciéon del Teorema: En virtud de la Proposicién Auxiliar, basta demostrar que existe una
sucesion de reticulados S, tal que:

Ss,(f) = 1s,(f) = 0.

Consideremos, para n > 1, el reticulado uniforme dado por:

ki—1 k kn — k
a; + 2 (b1 — a1), a1+nl(b1—a1)} X oo X {a]\ﬁ— N (by —an), aN+7N(bN—aN)

con 0 < k; <nparatodo j =1,...,N. Sea R; la enumeracién de estos rectangulos parai = 1,...,n".
Entonces, si z,y € R;, se tiene:

Iz —yll <

T — —.

vl < 7
Por continuidad uniforme de f, para cada m > 1 existe n = n,, suficientemente grande tal que:
1
F@) =~ )l < - Voye R

En particular:

1 1

M (f) S ma(f)+—, = S5, <Is, +— V(R).

Como m es arbitrario, se concluye que f es integrable. O

Si bien el resultado anterior es de gran importancia, no es suficiente en la practica para el calculo de
integrales; dado que por ejemplo, nos interesara definir la integral de funciones que no sean continuas,
o hacerlo en conjuntos que no sean rectingulos. Comencemos a mirar esta segunda situacion.
Sea D C R™ un conjunto acotado, no necesariamente rectangular, y una funciéon acotada f : D — R.
Deseamos definir la cantidad
/ f(x) dx
D

como aquella correspondiente al volumen de la region entre la base D y el grafico de f. Para lograr
esto, basta considerar la funcién fp dada por

S

y R un rectangulo tal que D C R.

Definicion 4.1.9 (Integrabilidad sobre un dominio no rectangular). Diremos que f es integrable sobre
el conjunto D, si fp es integrable sobre R. En este caso, escribiremos

| f@ye= [ foaa
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Un caso especial de lo anterior sera el de la funcion constante f(x) = 1. En este caso, fp no sera
continua, pero normalmente si serd integrable.

Definiciéon 4.1.10 (Volumen de una region D). Cuando la cantidad

V(D):/Dld:c

esté bien definida, diremos que esta representa el volumen de la region de integracion D.
= Cuando n = 1, interpretaremos esto como el largo de D.
= Cuando n = 2, interpretaremos esto como el &rea de D.

Ya estamos en condiciones de enunciar las propiedades elementales de la integral.

Proposicion 4.1.11 (Propiedades de la integral). Sean f y g dos funciones integrables en una misma
region D C R™. Entonces,

= Para A € R, la funcion A\f + g también es integrable sobre D, y
/(/\f(m)—l—g(x))dq:: )\/ f(a:)daH—/ g(x)dz.
D D D

v Si f(z) < g(x) para todo x € D, entonces

/D flz)dz < /D 9(w)da.

» La funcion | f| también es integrable sobre D y

| f@ae| < [ (@i

m SiD=D1UDsy, con Dy N Dy =2 y f es integrable en D1 y en Do, entonces

/ f(z)dx = f(z)dx + f(z)dz.
D D, Do

Demostracion. Supondremos en las propiedades (a)—(d) que D = R, un rectangulo. Si no, basta aplicar
los resultados obtenidos a las funciones fp, gp. Sea S un reticulado de R. Veamos la propiedad (a).
Si R € S, entonces:

inf f+infg <inf(f+g) <sup(f+g) <supf+supg.
R R R R R R
Por lo tanto:

Is(f)+Is(g9) < Is(f+9g) < Ss(f+g) < Ss(f)+ Ss(g). (1.3)

Sean S} y S2 sucesiones de reticulados tales que:

Ss1(f) = Isi(f) =0, Ss2(9) —Is2(g9) = 0.

Consideremos un reticulado S,, mas fino que, simultaneamente, S} y S2, por ejemplo el obtenido de
las intersecciones de los elementos de ambos. Entonces:

Ss, (f) = 1Is,(f) =0, Ss,(9) —Is,(g) = 0.
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De aqui se sigue:

[ = lim Sg (f)= lim Is, (f), /92 lim Sg,(9) = lim Ig, (g),
R

R n—oo n—oQ n— oo n—oo

y de las desigualdades (?7):

Ss, (f+9) —Is,(f+g) =0,

por lo tanto, f + g es integrable sobre R con:

[ (9= Jim S, (7 +9) = lim s, (F+9)= [ 7+ [ o
Para probar (b), si a > 0, entonces:

Is(af) = als(f), Ss(af)=aSs(f).

Si o < 0 entonces:

Is(af) = aSs(f), Ss(af)=als(f).

En ambos casos se concluye directamente el resultado.
Para (c), definimos h(z) := g(x) — f(x), que es integrable sobre R por (a) y (b). Entonces:

/Rh(ac)dx:/Rg(x)dm—/Rf(x)dx.

Y como h(x) > 0 para todo x € R:

0<Ig(h)< / h(z)dz,
R

lo que implica:

/Rg(x)dm - /Rf(x)da; > 0.

Para (d), consideremos un reticulado Sy R € S.

- Si f >0, entonces Mg(f) —mg(f) = Mr(|f|) — mgr(|f])-

- Si f <0, entonces Mg(|f]) — mgr(|f]) = Mr(=f) — mr(—f).
- Si f cambia de signo:

Mg(If1) = mr(|f]) < (Mgr(f) = mr(f)) + (Mr(=f) = mr(=f)).

Entonces:

Ss(If) = Is(|f]) < Ss(f) = Is(f) + Ss(—f) — Is(—f)-

Si S, es una sucesion de reticulados tal que:

Ss,(f) = 1s,(f) = 0, Ss,(=f) = Is,(=f) =0,

entonces:

Ss, (1) = Is, (|f]) = 0,
y |f] es integrable. Ademas, como +f < |f], se tiene:
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/Rf‘: /R(if)IS/RU(xﬂdx.

Para (e), si D = Dy U Dy con Dy N Dy = (), entonces:

fD = fD1 +fD27

y el resultado se sigue por linealidad. O

4.2 Conjuntos Medibles

Ya discutidas las definiciones elementales del concepto de integral, una pregunta fundamental para
poder seguir estudiando esto es: jqué tipo de regiones D son las apropiadas para calcular integrales?
De todas maneras, ya podemos descartar que se pueda en cualquier conjunto. Desarrollemos esta idea
con un ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. Sea
D={(z,y) eQxQ : 0<z<1, 0<y<1}.

La funcion f(z,y) = 1p(z,y) no es integrable, pues sin importar el reticulado Sy que tomemos,
sabemos que en cada RN € Sy, por la densidad de los racionales en los reales, siempre obtendremos
que

de manera tal que
Ssx(f) =D Mpn(f)- ARY) =Y 1-ARY) =Y AR}) =1,
icl icl il

y por otra parte

Ton () =Y mpn(f)- ARY) =>_0-A(RY) =0.

il iel
En consecuencia, dado que
SSN _ISN =1 7é 07

concluimos que f no es integrable en D. O

Dado lo recién ilustrado, necesitamos un concepto preliminar para encontrar una clase suficientemente
grande de conjuntos donde podamos calcular integrales. Para ello, definamos los siguientes conceptos.

Definicion 4.2.2 (Medida Nula). Decimos que un conjunto A C R™ acotado, tiene medida nula si
para todo € > 0, existe una coleccion finita de rectdngulos tales que

AC| R, D AR)<e.
i=1 i=1
Definiciéon 4.2.3 (Conjunto Jordan-Medible). Diremos que un conjunto D C R™ es medible en el

sentido de Jordan, o Jordan medible, si 0C =Fr(C) es un conjunto de medida nula.

A partir de lo anterior, tenemos los siguientes resultados fundamentales.
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Proposicion 4.2.4. Consideremos dos funciones continuas g,h : [a,b] — R tales que g(x) < h(x) si
x € [a,b]. Entonces, la region del plano

D={(z,y) €R* : a<w<b, g(z) <y <h(x)}

es Jordan-medible. Se tiene el resultado andlogo para funciones g,h : R C R™ — R y conjuntos
D C R™! definidos como

D={(z,y) eR"™ . z€R, gx) <y<h(x)}.

Juntando todo lo conversado hasta aqui, nuestro resultado final sobre integrabilidad corresponde al
siguiente.

Teorema 4.2.5. Si D CR" es un conjunto Jordan-medible, cerrado y acotado, y ademds f: D — R
una funcion continua. Entonces, f es integrable sobre D. En particular, el volumen de D,

vol(D) = / 1p dzidxs ... dx,,

estd bien definido.

4.3 Calculo de Integrales

Ya sabemos como definir bien la integral, pensando tanto en las funciones que podemos integrar,
como en los conjuntos sobre los cuales puedo definir bien esta nociéon, pero atn no sabemos calcular
ninguna.

Esta serd nuestra teméatica en la siguiente secciéon, donde enunciaremos dos teoremas fundamentales
para poder llevar a cabo este tipo de calculos.

4.3.1 Teorema de Fubini

En las primeras paginas de este capitulo, respondimos la pregunta sobre qué es una integral (definicion)
y donde podemos calcularlas (conjuntos medibles).

Ahora responderemos una pregunta igual o mas importante, ;jcomo calculamos una integral multiple?
Por ejemplo, si tomamos R = [0,3] x [1, 5] y la funciéon f(z,y) = 22y, busquemos como obtener el valor

de
4/ f(z,y) dzdy.

Idealmente, quisiéramos una herramienta que nos permita hacer esto sin pasar por el célculo de las
sumas superior e inferior para lograrlo. Por suerte la tendremos, pues en la mayoria de los casos
podremos usar una técnica iterativa para calcularlas.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Fubini). Dados dos rectdngulos Ry € R™ y Rs € R™, definamos el

rectdngulo producto
R=R, XRQZ{(x,y) e R" me:xeRl,yERg}.

Suponga que f: R C R™™ — R es integrable en R, y en donde
r€R = Fi(x)= | flz,y)dy, yeR— F(y)= [ f[flz,y)de,
RQ Rl

estdn ambas bien definidas y son integrables donde corresponda. Entonces, si denotamos al vector
2z = (z,y) € R"™  tenemos que

IRCCEA ( 3 i) ao = [ 2 ( 3 Flaghis) dy
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Nota: E

n términos de notacion, si z € R™, escribimos

by by b
/f(gc)d;v:/ / / fla1, o, ..., xy,) deydasy . . . dzy,.
R ay az Qn

Ejemplo 4.3.2. Retomemos el ejemplo escrito al comienzo, y usemos el Teorema de Fubini para

obtener el valor de s s
// 2%y dedy = //ny dxdy.
] 0 1

[0,3]x[1,5

Aplicamos el Teorema de Fubini, integrando primero la variable y y luego la z:

3 5
/ ( / %y dy) dzx
0 1
Calculamos primero la integral interna:

5 5 215
2 2 2 | Y 2 (25 1 o 24 2
/1xyy x/lyy x[QL x(Q 2) ! 2 !

Ahora resolvemos la integral externa:

3 3 373
9
/12x2da::12/ x2d33:12[x} —12. 2T _19.9—108.
0 0 3 0 3

Si por otro lado, desedbamos integrar primero en la variable = y luego en y, obteniamos:

5 3
// %y dedy = / (/ %y dx) dy
1 0
]

[0,3]x[1,5
Calculamos primero la integral interna:

3 3 313

27
/m2yd;v:y/ x2dx:y[x] =y -—=vy-9
0 0 31, 3

Ahora resolvemos la integral externa:
5 5 275
Y 25 1 24
dy = dy=9|=| =9(——-=]=9-—=9-12=108.
/lgyy 9/1yy 9{2} 9(2 2) 92 9 08
O

El Teorema de Fubini también nos permitira calcular integrales en conjuntos que no son necesariamente
rectangulares. Veamos el desarrollo del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.3. Calculemos la integral iterada

/08 (/;mdx> dy.

En primer lugar, notaoms que la regién de integracion esté definida por:
VRS [Oa 8]
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= Para cada y, r € [¢/y, 2]

Podemos invertir el orden de integracién, notando que

z€[0,2], yparacadaz, y €0,z

Una grafica de la region de integracion corresponde a la siguiente

Regidn de integraciéon: 0 =x=<2,0<sy=<x3

- Region de integracion Regigfl de integtacion

I s

Figura 4.5: Region de Integracion

Usamos el Teorema de Fubini, reescribimos la integral como

/08 (/;\/de>dy:/o2 (/()msx/T—de>dm.

La funcién vz* + 1 no depende de ¥, asi que podemos sacarla de la integral interna:

2
:/ Vat+1- 23 da.
0

Sea u = 2* + 1 = du = 423dx, entonces:

/ a:3\/a:4—|—1d3:=f/ \/aduzi-g(ﬁ?’m—l):
0 u=1

4

(173/2 - 1) :

D=

4.3.2 Teorema del Cambio de Variables

El Teorema del Cambio de Variables nos entrega una herramienta util de calculo en caso que la region
de integracion y/o la funcion involucrada se puedan expresar més simples al utilizar coordenadas
alternativas.

Teorema 4.3.4 (Teorema del Cambio de Variables). Sea Q C R™ un conjunto abierto y T :  — R™
una funcion de clase C*. o
Sea D conjunto abierto y acotado, con D C Q, y supongamos ademds que:

= T es inyectiva en D.
= El Jacobiano DT (u) es invertible, para todo u € D.

= T(D) es también un conjunto abierto.
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Entonces, para toda funcion continua f : T(D) — R, se cumple
[ @ do= [ f@) [depw)) du
T(D) D

Existen algunos cambios de variables que son utilizados con gran frecuencia, y por ende vale la pena
estudiarlos en si mismos.

= Coordenadas polares: (p, )
Estas jugaran el mismo rol que (x,y) en R2.

= Coordenadas cilindricas: (p, 6, z)
Estas jugaran el mismo rol que (x,v,2) en R3.

= Coordenadas esféricas: (r,6, )
Estas jugaran el mismo rol que (z,vy, 2) en R3.

1. Coordenadas Polares: Escribimos las coordenadas (z,y) en funcion de las coord. polares (p, 6),

<§> =T(p,0) = <pcose) = 9=V 0 = asctan ()
T

psen
En este contexto, p € [0,400) y 6 € [0,27). Ademas,

cos) —psend

send pcost = p (cos® 0 + sen”0) = p.

det(DT(p,0)) =

El “elemento de area polar” corresponde a
dedy — pdpdf.
Ejemplo 4.3.5. Calculemos el area de la region dada por

C={(z,y) eR* : ”+y* <4, |z| <y},

A= //1dxdy

c

esto es, la integral

La region esté acotada por:
s El circulo 22 + y2 = 4, es decir, un disco de radio 2 centrado en el origen.

= La desigualdad |z| <y, o sea, z <yy —z <y, es decir:

y = |zl
Esto define la zona **sobre** las rectas y =z y y = —=.
Por lo tanto, la region C es la **porcion del circulo** entre las rectas y = ¢ y y = —=x, es decir, un

sector circular desde 6 = % hasta 6 = %’r.

Recordando que:
xr=rcosh, y=rsend, dxdy=rdrd

La regiéon C' en coordenadas polares es:

3

0<r<2, L <<

S
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Entonces el area se calcula como:

3m a2
A= / / rdrdf
0=% Jr=0

Primero la integral en 7:

Luego la integral en 6:
37 /4
/ 2d9=2(377—”> =2. 2=
/4 4 4 2
%

2. Coordenadas Cilindricas: Las coordenadas cartesianas (x,y,z) en funcion de las coordenadas
cilindricas (p, 0, z) quedan como

T pcosf

y| =T(p,0,z) = | psend | = p=+/a?+y?, 6= arctan (g), 2=z,
x

z z

En este contexto, p € [0,4+00), 8 € [0,27) y z € R. Ademas,

cosf —psend 0
det(DT(p,0,z)) = |senf  pcos# 0| = p(cos® @ +sen”6) = p.
0 0 1

El “elemento de volumen” cilindrico corresponde a
dedydz — pdpdfdz.

Ejemplo 4.3.6. Usando coordenadas cilindricas, calculemos el volumen de la region sélida definida
por
C={(z,y,2) €R® : 22 +4?<9, 2>1, y+2<5}

Recordemos que
r=pcosf, y=psend, z=z.

Las condiciones que definen al conjunto C, se traducen a:
p <3,
z>1,
z2<b—y=>5—psend.
De esta manera, obtenemos que C' queda dado por los nuevos limites de integracion:
p€0,3], 6€]0,2n], z€][l,5— psenb].

Dicho esto, el volumen buscado corresponde a

2w 3 p5—psenf
V:/// dV:/ / / pdzdpdd,
C 0 0 1

donde el factor p corresponde al Jacobiano del cambio a coordenadas cilindricas.
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Si integramos primero respecto a z,

5—psen@
/ pdz=p|[(5—psend) — 1] = p(4 — psend).
1
Entonces,

27 3
V= / / (4p — p%sen 9) dpdb.
o Jo

Integrando respecto a p,

3 3 3
/ (4p — p? sen@)dp:/ 4pdp—sen0/ p>dp =18 — 9sen.
0 0 0

Finalmene, integrando respecto a 6,

27 27 27
V:/ (18—95en0)d0=/ 18d0—9/ senf df = 36 — 0 = 367.
0 0 0

O

3. Coordenadas Esféricas: Las coordenadas cartesianas, en funciéon de las coord. esféricas (r,0, ),
son:

x rcosfsen
y| =T(r,0,0) = | rsenfseny
z T COS P

donde 7 € [0,400), 8 € [0,27) ¥ ¢ € [0, 7]. Ademas,

/22 1 a2
= r=/22+y%+ 22, Gzarctan(y), © = arctan <x+y>

x z
Entonces, el Jacobiano del cambio de coordenadas es

cosfseny —rsenflseny 1 cosbcosp
DT(r,0,¢) = |senfseny rcosfseny rsenbcosp
cos ¢ 0 —rsen

Se sigue que, el determinante del Jacobiano es

det(DT'(r,0,¢)) = cos ¢ - det [7’ senfseny 1cosfcos (p]

rcosfseny  rsenfcosp
cosfsenyp —rsenfseng
— 0+ (—rsenyp) - det
senflsenp rcosfsenp

2 2

= cos p(—r?sen” f sen @ cos p — r2cos” § sen @ cos @)

— (rsen)(r cos® O sen” p + r sen” fsen? )

= —rZsen ¢ cos® p — r?sen ¢ sen? ¢

= —rZsen .

Luego, al hacer cambio de cariables de cartesianas a esféricas, los “elementos de volumen” diferenciales
se reemplazan de la forma

2

drdydz — r°senp drdldep.
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Ejemplo 4.3.7. Usando coordenadas esféricas, calculemos el volumen de la regién definida por
E:{(x,y,z)eRS R asgygx\/g, z > 0}
Notemos que al reemplazar las coordenadas, obtenemos:
= Por la condicién z2 + y2 + 22 <9, se tiene r < 3.
= Por z > 0, se tiene 7 cos p > 0, es decir, ¢ € [0,7/2].

= La condicion z < y < 2v/3 en el plano zy implica

1§g:tan9§\/§,
x
por lo que
4731

En consecuencia, el volumen pedido corresponde a:

w/3 7/2 3
V:/ / / r? sen @ dr de df.
0=n/4 Jp=0 Jr=0

Integrando respecto a r,

Luego, con respecto a ¢:
/2 B a2
sen@dyp = [—cosgly’” = 1.
0

Finalmente, integrando respecto a 6:

En resumidas cuentas,
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4.4 Seleccion de Problemas

1. Calcule la siguiente integral

/ / sen(z*) z? 2 dudy.
P

donde P es el paralelogramo de vértices (0,0), (1,1), (2,0) y (1,—1).
Indicacion: Puede serle 1itil bosquejar P para determinar bien sus limites de integracion.

2. Calcule el valor de la integral

3. Bosqueje la region de integracion, y calcule la integral

1 1
/ / sen(z) oy,
0 Yy x

4. a) Usando el Teorema de Fubini, determine el valor de la integral

I = /01 </yl(y — ) cos(z?) d:c) dy.

b) Usando un cambio de variables adecuado, determine el valor de la integral

I, = /// V2 +y? + 22 dedydz,
D

donde D = {(z,y,2) € R? : 4 < 2% +9%+22 <25 2> /a2 +y2}.

x er
///m2—|—y e dxdydz,

donde E es la intersecciéon del cono de ecuacion z > +/x2 + 12 con la esfera de ecuaciéon
2% 4+ y? + 22 < 1. Para ello, proceda como se detalla a continuacion:

5. Calcule el valor de la integral

a) Bosqueje la region de integracion E.
b) Haciendo un cambio de variables adecuado, reescriba la region F.

¢) Usando el Teorema del Cambio de Variables, calcule la integral propuesta.

6. Calcule el volumen de la region
D={(z,y,2) €R® : 2> Va2 + 2, 2<6—x% —y?}.
7. Considere la regién en R? dada por
R={(z,y) €R* : (@1’ +y* 21, (z-2)"+¢* <4}

y considere la funcién de densidad de masa

Y

pz,y) = m
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En esta pregunta buscamos calcular la masa del cuerpo delimitado por la regiéon R con densidad
p(z,y), vale decir, el valor de la integral:

M= / /R o(w,y) dady.

Para ello, proceda como se detalla a continuacion:

a

=

)

a

)
)
)
)

Bosqueje la region de integracion R.
Usando un cambio de variables pertinente, reescriba la region R en sus nuevas variables.

Usando el Teorema del Cambio de Variables, calcule el valor de M.

Ilz// zy dxdy,
c

donde C = {(z,y) €R? : >0, y >0, x+y < 1}. Para ello:

1) Bosqueje la region de integracion C.

Calcule el valor de

2) Usando el Teorema de Fubini, calcule el valor de I.

Nuestro objetivo en esta pregunta es calcular el valor de la integral

— a? _y
// o 3/2 dxdy,

donde D = {(z,y) € R? : 22 +y*>1, (z —1)? +y* < 1}. Para ello:
1) Bosqueje la region de integracion D.
2) Haciendo un cambio de variables adecuado, reescriba D.
3) Usando el Teorema de Cambio de Variables, calcule el valor de Is.
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